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Un modele latent

Modéle latent gaussien

Une structure linéaire de dimension g, perturbée par un bruit
isotrope.
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Figure 1
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ACP probabiliste : Tipping et Bishop (1999).




Algorithme EM
E — moments conditionnels des coordonnées latentes.

M — parameétres (u, W, 02) par vraisemblance complete espérée.

Q(616Y) =Eyxgollogp(X, Z | )], Réduire la dimension

9+ = arg max Q(f | 9)).

o —=0: sous-espace estimé = sous-espace principal
classique.

Le probleme Le centre du nuage

n individus, p variables quantitatives, souvent redondantes. Le barycentre des individus.

g < p coordonnées synthetiques. n

:z:ini, X.=X—-1,%".
n i3

Deux exigences : variance conservée, reconstruction fidele.

Une ligne par individu, une colonne par variable.

ACP = géométrie du nuage centré.




Deux géométries

Variables centrées Variables centrées-réduites

ACP de covariance ACP de corrélation

Unités conservées Variances égales a 1

La standardisation change la question géométrique.

L'inertie totale

La dispersion quadratique autour du centre.

n
Ir =3 e — &2 = | X%
i=1

Un sous-espace

F' C RP, dimension q; Pg son projecteur orthogonal.

ZE\Z:f—I—PF(HZ,—f), r, — (Ip—PF)(l’Z—f)

Le triangle rectangle

Pour chaque individu : inertie = projection + résidu.
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Figure 2

Pythagore, pour le nuage

La somme des identités individuelles.

inertie totale N _, _

g

Toroj (F) Les(F)

Jr, = ;HPF(%' —z)|I* + ;H(Ip — Prp)(z; — 7).

I7 = Io5 + Ies — €galité exacte.

Deux critéres, un optimum

A dimension q fixée, méme sous-espace optimal.

arg max Ip(F) = arg min Ires(F).

La solution spectrale




Matrice de covariance
Convention population, cohérente avec l'inertie.

1
S:EXCTXC, S=28T>o.

Une direction unitaire
Coordonnées projetées : ¢ = X u.
Variance portée par l'axe u.

1 1
ell? = [ Xeul? = uTSu, ful =1.

Premier axe principal

Tout maximiseur est un vecteur propre associé a Aq.

|I‘11Hax U,TS’U, = )\1, Su1 = )\111,1, )\1 > )\2 > e
u||=1

>

Ap

>

Premier axe : démonstration

Théoréme spectral :.§ =} )\juju]T, base (u ) orthonormée.

u:Zajuj, Zaile,
J J
u' Su = Z)\ja? <\ Za? = A1
J

J

* Egalité en u = w1 : maximum atteint.
* Egalité <= a; = 0désque A; < A1 :u danslespace
propre de A1, donc Su = A\ju.

* Positivité 1 A; = u]TSuj = L || X u;[? > 0.




Sous-espace principal
Les g premiers axes engendrent le meilleur sous-espace.

F, = span(uy,...,u,), P, = UquT.

Sous-espace principal : démonstration

P projecteur sur F, hj = || Puyl|* € [0,1]: 3" hj =tr P =g
et Inwoj (F) = ntr(PS) =n)_; Ajh;.

Lo (F) =D A= Xj(hj — 1)+ > Ajhy

J<q Jj<q Jj>q

g,\q(Zhj—q) = 0.

» Egalité pour F, (h; = 1sij < g, 0 sinon); unique si
)\q > )\q+1.

cq=1:h;= a?, preuve du premier axe.
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Composantes principales

Scores des individus dans la nouvelle base ; covariances nulles.

1
C = X.U, ;CTC = A.
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Formule de reconstitution

Reconstruction de rang g.

X,=0U; =X.UU] = X.P,

22




Théoreme d’Eckart—Young Inerties spectrales

)?q est la meilleure approximation de rang au plus q. Chaque axe porte nA; unités dinertie.

< . 2 12 &
Xy carg min |Xo— Al [ Xe—XoE=nd N Ir=n_ X =ntx(S),
= J>q j=1
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Dimension q

Taux d'inertie expliquée.

q
oy = Ioroj(Fy) 22521
.= — .

Iris sans éetiquette

Seuil, coude, interprétabilité — trois criteres, aucun automatisme.
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Standardisation Le spectre
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Deux axes : 95,8 % de l'inertie.
Le plan principal
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composante 1 — 73,0 %




Figure 4

Aucune classe dans la construction.
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Lecture a posteriori
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composante 1 — 73,0 %

Figure 5

Les especes colorent un résultat déja calcule.
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Corrélation variable—composante

Variable standardisée z; (colonne de Z), composante ¢, = Zuy,
S = %ZTZ;&?: corrélation empirique.

cov(zj,cr) = %Z;I—Z’U,k = (Sug); = Apwji,
var(z;) = 1, var(cr) = uj Sur, = A,
_ ARk
cor(zj,cr) = 1—; =V Ak Wi
V1A

Proximité, opposition, orthogonalité — lecture par angles.
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Cercle des corrélations
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Qualité d’'un individu
Part de sa distance au centre visible dans le premier plan.

—\ (12 q 2

- | Py(zi — )| j=1Cij

cos“(1, F,) = = )
(6, Fy) |z — Z||2 |z — Z||?
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Contribution d’un individu

Part de I'inertie de I'axe j due a l'individu %.

c?. n
CTR(i,j) = TJ ) CTR(i,j) = 1.
=1

nA;j

Qualité : représentation de z. Contribution : influence de % sur I'axe.
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Reconstruction par rang
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Le choix des unités
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Covariance : variabilité physique. Corrélation : variabilité

relative.
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Deux théoremes de la

variance




Pythagore pour k-means

Pour x; dans le groupe G'g, centre g, centre global .

Inertie intra + inter

Théoreme de Huygens, analogue multivarié de la variance totale.

wi = = (s = ) + (= ), S llas— wll? =303 Nz = will® D wellas — wl®.
Z(ml — /“Lk) — O. ‘Z’ P \k iEGk P Lk D
i€Gy }; I;; };
Le terme croisé disparait apres sommation dans chaque groupe.
Deux partitions de I Deux questions
La méme inertie totale, découpée de deux facons
600 - ACP k-means

500

inertie projetée

300 (2 axes)

) . 95,8 %
inertie inter-groupes

76,7 %

100

k-means (K =3)
lr=Ilw+Ig

ACP (2 axes)
Ir= Ipmj + Ires

Figure 9
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Sous-espace linéaire
1 ;e Minimal

Compression, visualisation

Partition discrete
Ty minimal

Groupes, quantification

Méme inertie totale. Orthogonalité individuelle pour 'ACP ;
centrage par groupe pour k-means.
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En bref

1. ACP : meilleure projection orthogonale de rang q.
2. Spectre : inertie projetée axe par axe.

3. Pythagore : It = Ip05 + Ires.

4. k-means: It = Iy + Ip.

5. Modéle gaussien latent : méme sous-espace, lecture
probabiliste et EM.
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