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R�esum�e

Cette th�ese �etudie l’apport des m�ethodes d’apprentissage automatique pour la pr�e-

diction de ph�enotypes humains complexes et h�eritables, �a partir de donn�ees g�en�etiques

en population. En e�et, les �etudes d’association �a l’�echelle du g�enome (GWAS), qui

constituent l’approche la plus classique, n’expliquent en g�en�eral qu’une petite frac-

tion de l’h�eritabilit�e observ�ee sur des donn�ees familiales. Cependant l’h�eritabilit�e peut

être approch�ee sur des donn�ees de population par l’h�eritabilit�e g�enomique, qui estime

la variance ph�enotypique expliqu�ee par l’ensemble des polymorphismes nucl�eotidiques

(SNP) du g�enome �a l’aide de mod�eles mixtes. Cela sugg�ere qu’un ph�enotype complexe

peut être en partie expliqu�e par l’addition des petites contributions de nombreux SNP.

Cette th�ese aborde donc l’h�eritabilit�e du point de vue de l’apprentissage automa-

tique et examine le lien �etroit entre les mod�eles mixtes et la r�egression ridge.

Notre contribution est double. Premi�erement, nous proposons d’estimer l’h�eritabi-

lit�e g�enomique en utilisant une approche pr�edictive via la r�egression ridge et la valida-

tion crois�ee g�en�eralis�ee (GCV). Nous montrons que cela est coh�erent avec l’estimation

bas�ee sur un mod�ele mixte classique dans le cas de ph�enotypes quantitatifs.

Deuxi�emement, nous d�erivons des formules simples qui expriment la pr�ecision de

la pr�ediction par la r�egression ridge en fonction du rapport n
p
, o�u n est la taille de

la population et p le nombre total de SNP. Ces formules montrent clairement qu’une

h�eritabilit�e �elev�ee n’implique pas une pr�ediction pr�ecise lorsque p > n.

L’estimation de l’h�eritabilit�e via GCV et les formules de pr�ecision de pr�ediction

sont valid�ees �a l’aide de donn�ees simul�ees et de donn�ees r�eelles de UK Biobank.

La derni�ere partie de la th�ese pr�esente des r�esultats sur des ph�enotypes qualitatifs.

Ces r�esultats permettent une meilleure compr�ehension des biais des m�ethodes d’esti-

mation d’h�eritabilit�e.
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Abstract

This thesis studies the contribution of machine learning methods for the prediction

of complex and heritable human phenotypes, from population genetic data. Indeed,

genome-wide association studies (GWAS), which constitute the more classic approach,

generally only explain a small fraction of the heritability observed in family data. Ho-

wever, heritability can be approximated on population data by genomic heritability,

which estimates the phenotypic variance explained by the set of single nucleotide po-

lymorphisms (SNPs) of the genome using mixed models. This suggests that a complex

phenotype can be partly explained by the addition of the small contributions of many

SNPs.

This thesis therefore approaches heritability from a machine learning perspective

and examines the close link between mixed models and ridge regression.

Our contribution is twofold. First, we propose to estimate genomic heritability using

a predictive approach via ridge regression and generalized cross validation (GCV). We

show that this is consistent with the estimation based on a classical mixed model in

the case of quantitative phenotypes.

Second, we derive simple formulas that express the precision of the ridge regression

prediction as a function of the ratio n
p
, where n is the size of the population and p is

the total number of SNPs. These formulas clearly show that a high heritability does

not imply an accurate prediction when p > n.

Heritability estimation via GCV and prediction precision formulas are validated

using simulated data and real data from UK Biobank.

The last part of the thesis presents results on qualitative phenotypes. These results

allow a better understanding of the biases of the heritability estimation methods.
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Introduction

Pouvoir quanti�er l'in
uence de la g�en�etique sur un trait biologique, identi�er les

g�enes associ�es �a ce trait et pouvoir r�ealiser des pr�edictions de ce trait �a partir du g�enome

sont des probl�emes d'int�erêts multiples avec de nombreuses applications allant de la

m�edecine personnalis�ee [Jain, 2002, Hamburg and Collins, 2010, Cirillo and Valencia,

2019] �a l'industrie agro-alimentaire [He�ner et al., 2009, Goddard, 2009, Hayes et al.,

2009]. Dans ce manuscrit de th�ese nous proposons un travail qui tente de quanti�er la

capacit�e �a pr�edire un trait humain �a partir de donn�ees g�en�etiques en population. Nous

commencerons par pr�esenter le cadre des donn�ees que nous utiliserons, pr�esenterons

une quantit�e nomm�ee h�eritabilit�e qui sera une pierre angulaire de nos travaux et en�n

nous pr�esenterons rapidement le cadre des pr�edictions en g�en�etique.

Un petit peu de contexte biologique

Les traits biologiques se d�ecomposent en deux familles : les traits mend�eliens qui

sont d�etermin�es par un seul g�ene et �a l'inverse les traits complexes qui sont le r�esultat

de la combinaison de plusieurs g�enes et sur lesquels nous allons nous focaliser. L'�etude

de ces derniers est la plus complexe car le m�ecanisme liant le trait et le g�enotype

est souvent inconnu. Le mod�ele historique et commun�ement adopt�e comme point de

d�epart pour mod�eliser les traits quantitatifs est un mod�ele polyg�enique sans interaction

g�ene-environnement

y = g + f + e

o�u y est un ph�enotype quantitatif, f un terme confondant,g un terme g�en�etique et e

un terme dit d'environnement. Le termeg sera fonction d'un g�enotype diplo•�de de p

variants et d'un vecteur d'e�ets g�en�etique u 2 Rp.

Les �etudes d'association ont pour objectif de rep�erer les liens entre des marqueurs

g�en�etiques d'int�erêt et un ph�enotype (qualitatif ou quantitatif). La strat�egie d'�etude
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d'association la plus utilis�ee consiste �a tester l'association statistique au sein d'une po-

pulation entre le ph�enotype et un tr�es grand nombre de variants situ�es partout sur le

g�enome : on parle alors d'�etude d'association g�enome entier ou en anglais Genome-Wide

Association Studies [Bush and Moore, 2012, Hirschhorn and Daly, 2005, McCarthy

et al., 2008]. L'association entre chacun des variants et le ph�enotype est test�ee ind�e-

pendemment, puis une correction pour les tests multiples est appliqu�ee pour prendre

en compte le grand nombre de tests r�ealis�es. Ces �etudes ont permis la d�ecouverte d'un

grand nombre de variants associ�es �a di��erents traits complexes. Notons toutefois que

ces �etudes ne permettent pas de conclure sur la causalit�e d'un g�ene pour un trait :

elles permettent seulement de mettre en �evidence des variants corr�el�es avec le ou les

variants causaux (on parlera alors de variants en d�es�equilibre de liaison abr�eg�e DL ou

en anglais linkage desequilibrium abr�eg�e LD).

Une approche permise par les avanc�ees technologiques r�ecentes est de travailler

sur des donn�ees de populations, compos�ees d'individus non-apparent�es issus d'une (ou

plusieurs) population. L'avantage de cette approche est que les cohortes sont beaucoup

moins contraignantes �a former que pour les �etudes familiales, même si en pratique

ces �etudes d'association peuvent pr�esenter des di�cult�es (telles que la strati�cation de

population qui peut être r�esum�ee par des di��erences de fr�equences all�eliques entre les

populations).

L'h�eritabilit�e

Deux d�e�nitions de l'h�eritabilit�e

Une quantit�e tr�es utile pour quanti�er l'in
uence de la g�en�etique sur un trait est

l'h�eritabilit�e, d�e�nie comme la proportion de variance ph�enotypique due �a la g�en�etique.

Deux d�e�nitions de l'h�eritabilit�e sont souvent utilis�ees : l'h�eritabilit�e au sens large H 2

qui mesure la contribution globale du g�enome, et l'h�eritabilit�e au sens faibleh2 (�ega-

lement appel�ee h�eritabilit�e additive) qui est d�e�nie comme la proportion de variance

ph�enotypique expliqu�ee par les e�ets additifs des variants. Les calculs d'h�eritabilit�e

furent formalis�es dans les travaux de Fisher [1919]. Ce dernier proposa d'utiliser le

mod�ele polyg�enique avec ces deux hypoth�eses suppl�ementaires :

1. g d�e�ni comme la somme de termes g�en�etiques ind�ependants et

2. e suppos�e distribu�e selon une loi normale.
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Ces premi�eres estimations d'h�eritabilit�e ont �et�e r�ealis�ees sur des donn�ees familiales, en

particulier des �etudes dites de jumeaux pour prendre en compte l'environnement par-

tag�e dans une famille. Dans ce contexte, l'h�eritabilit�e est une fonction de la corr�elation

entre le ph�enotype de deux apparent�es. On calculerah2 si on suppose l'additivit�e des

e�ets dans le mod�ele etH 2 si on prend en compte des e�ets de dominance et d'�epistasie

(i.e d'interactions entre variants).

L'h�eritabilit�e manquante

L'explosion en popularit�e des GWAS a permis de d�etecter un grand nombre de

variants associ�es �a divers traits biologiques. Ainsi une id�ee naturelle pour estimer l'h�e-

ritabilit�e d'un trait serait d'estimer les e�ets g�en�etiques avec un mod�ele lin�eaire multi-

vari�e entre le ph�enotype d'int�erêt et ces variants associ�es. Malheureusement ces variants

n'expliquent qu'une faible partie de la variabilit�e du trait et l'h�eritabilit�e est fortement

sous-estim�ee, donnant lieu au concept d'h�eritabilit�e manquante (ou missing heritability

en anglais) [Manolio et al., 2009]. Plusieurs hypoth�eses ont �et�e propos�ees pour expliquer

cette h�eritabilit�e manquante : l'in
uence de variants rares ind�etectables en GWAS (par

manque de puissance statistique), la pr�esence d'interactions g�ene-environnement ou en-

core une multitude de variants avec un e�et trop faible pour être d�etect�e par les GWAS.

G�enin [2019] propose une revue de la litt�erature pour ces di��erentes explications.

L'estimation d'h�eritabilit�e pour le cas quantitatif

Yang et al. ont propos�e d'utiliser des donn�ees du g�enome entier d'individus non-

apparent�es pour estimer cette h�eritabilit�e [Yang et al., 2010] �a l'aide d'un mod�ele �a e�ets

al�eatoires (nous parlerons alors de m�ethodologie bas�ee sur le REstricted Maximum

Likelihood (abr�eg�e REML), nous y reviendrons plus en d�etail dans le chapitre 4).

Un argument pour utiliser ces donn�ees de population dans l'estimation d'h�eritabilit�e

est l'absence d'environnement partag�e puisque les individus sont suppos�es être non-

apparent�es. La taille est un trait connu pour être fortement in
uenc�e par la g�en�etique

dont l'h�eritabilit�e estim�ee sur des donn�ees familiales est d'environ 80% [Visscher, 2008],

tandis que l'h�eritabilit�e estim�ee en utilisant les variants d�etect�es en GWAS est de moins

de 5% [Diabetes Genetics Initiative et al., 2008]. Yang et al. estiment avec leur approche

l'h�eritabilit�e de la taille �a environ 45 %, expliquant ainsi plus de 50% de l'h�eritabilit�e

manquante.
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D'autres m�ethodes utilisant des donn�ees de g�enomes entiers ont �et�e propos�ees pour

continuer �a r�eduire l'h�eritabilit�e manquante. Cette litt�erature est extrêmement riche

donc cet aper�cu ne sera pas exhaustif.

Speed et al. [2012] proposent une alternative pour int�egrer le d�es�equilibre de liai-

son entre variants causaux et g�enotyp�es en d�eveloppant un syst�eme de poids sur les

variants. Ces poids sont fonction de la corr�elation avec les autres variants g�enotyp�es

et permettent d'�eviter une r�ep�etition de l'information qui apparâ�t quand un variant

causal est en d�es�equilibre de liaison avec plusieurs variants g�enotyp�es.

Bulik-Sullivan et al. [2015] proposent une m�ethode d'estimation d'h�eritabilit�e bas�ee

sur la r�egression des statistiques de test (pour l'association entre la r�eponse et chaque

variant) sur une quantit�e nomm�ee le LD score (d�e�nie comme mesurant la quantit�e de

variation g�en�etique captur�ee par un variant). La manipulation de statistiques de test

est tr�es facile et donc cette m�ethode permet des calculs d'estimation tr�es rapides.

Hou et al. [2019] proposent �egalement un estimateur de l'h�eritabilit�e bas�e sur des

statistiques de test et donc mieux adapt�e aux "Biobanks" (i.e. aux �etudes avec un

tr�es grand nombre d'individus) en limitant au maximum les hypoth�eses sur le vecteur

d'e�et. Notons �egalement que les auteurs proposent un aper�cu de la litt�erature pour les

m�ethodes d�eriv�ees des deux m�ethodes que nous venons de d�ecrire dans le paragraphe

ci-dessus.

Nous citerons �egalement Chen [2014] qui ont propos�e une extension de la r�egression

de Haseman and Elston Haseman and Elston [1972], une m�ethode permettant initiale-

ment d'estimer les composantes de variance pour les �etudes de liaisons. Chen propose

d'�etendre cette r�egression aux donn�ees de population.

Et pour le cas qualitatif

Pour �etudier l'h�eritabilit�e d'un trait binaire, une approche tr�es utilis�ee consiste �a

�etudier un ph�enotype quantitatif sous-jacent (appel�e liabilit�e ou liability en anglais) :

un individu avec une liabilit�e au dessus d'un certain seuil est consid�er�e comme un cas

et inversement un individu sous ce seuil est consid�er�e comme un t�emoin. L'h�eritabilit�e

est alors calcul�ee �a l'�echelle de la liabilit�e. Nous reviendrons sur ce mod�ele de la liabilit�e

dans le chapitre 6.

En utilisant le mod�ele de la liabilit�e, Lee et al. [2011] ont propos�e d'estimer l'h�erita-

bilit�e �a l'�echelle de la liabilit�e �a partir d'une estimation d'h�eritabilit�e sur le ph�enotype

binaire. [Golan et al., 2014] ont eux propos�e une extension de la r�egression de Haseman
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and Elston pour le cas binaire. Nous reviendrons en d�etail sur ces m�ethodes dans le

chapitre 6. Notons �egalement que l'approche bas�ee sur le LD score Bulik-Sullivan et al.

[2015] fonctionne pour le cas qualitatif.

Pr�ediction et g�en�etique

Nous avons trouv�e les premi�eres traces de l'int�erêt pour la pr�ediction d'e�ets g�en�e-

tiques en utilisant des donn�ees de g�enotypage dans Meuwissen et al. [2001]. Selon les

articles, cette th�ematique est appel�ees�election g�enomique [Rabier et al., 2016],pr�edic-

tion g�enomique [Karaman et al., 2016] ou encore (plus rarement)pr�ecision de pr�ediction

[De los Campos et al., 2013]. De nombreuses approches existent pour la s�election g�e-

nomique et de nombreuses m�ethodes sont bas�ees sur les BLUP [Speed and Balding,

2014] (nous pr�esenterons ces derniers dans le chapitre 2). Parmi elles se trouvent les

Genomic Best Linear Unbiased Predictor(GBLUP), une m�ethode utilisant des BLUP

sur les variants que l'on a g�enotyp�es (et non les variants causaux que l'on ne connâ�t

pas) et qui a gagn�e en popularit�e avec l'explosion de la quantit�e de donn�ees g�en�etiques

disponibles. Sur des donn�ees animales ou v�eg�etales, la s�election g�enomique a donn�e de

bons r�esultats (par exemple pour leur application sur les vaches laiti�eres [Hayes et al.,

2009]). En particulier les GBLUP se sont montr�es plus �ables que les m�ethodes bas�ees

sur les p�edigr�es [Clark et al., 2012].

La s�election g�enomique donne de tr�es bons r�esultats en agroalimentaire mais semble

mal s'exporter dans le cadre de la g�en�etique humaine Dandine-Roulland et al. [2016],

De los Campos et al. [2013]. Contrairement au monde de l'agroalimentaire, il n'est pas

possible de contrôler la diversit�e g�en�etique et l'environnement en g�enomique humaine,

et les capacit�es pr�edictives s'en ressentent. Nous reviendrons plus en d�etail sur ces

points dans le chapitre 5.

D�eroulement du manuscrit

Les deux premiers chapitres nous permettront de poser les outils dont nous aurons

besoin pour la suite de la th�ese. Nous commencerons par bri�evement d�e�nir le cadre de

l'apprentissage statistique et d�e�nirons ses notions les plus importantes dans le chapitre

1. Nous nous focaliserons dans le chapitre suivant sur une m�ethode d'apprentissage

statistique appel�ee r�egression ridge.
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Dans le chapitre 3 nous pr�esenterons nos travaux sur la Generalized Cross Vali-

dation, une quantit�e li�ee �a la param�etrisation de la r�egression ridge. Nous montrons

que cette quantit�e n'est pas toujours fonctionnelle lorsque le nombre de variables est

sup�erieur au nombre d'observations et proposerons des solutions pour la r�eparer.

Dans le chapitre 4 nous proposerons de voir l'h�eritabilit�e comme un probl�eme de

pr�ediction avec la r�egression ridge sous plusieurs angles. Pour cela nous nous appuie-

rons sur des r�esultats sur simulations et sur donn�ees r�eelles. Nous montrerons qu'il est

possible de r�ealiser des estimations satisfaisantes d'h�eritabilit�e avec la r�egression ridge.

Dans le chapitre 5 nous d�evelopperons une approximation du comportement de la

pr�ecision de pr�ediction pour la r�egression ridge, encore une fois �a l'aide de simulations

et de donn�ees r�eelles. Cette section nous permettra d'appuyer le fait qu'une h�eritabilit�e

�elev�ee n'est pas su�sante pour r�ealiser de bonnes pr�edictions.

Nous pr�esenterons ensuite des r�esultats sur l'estimation d'h�eritabilit�e pour des ph�e-

notypes binaires. Nous y pr�esenterons des explications pour les biais observ�es sur des

m�ethodologies de r�ef�erence.
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Chapitre 1

Th�eorie de l'apprentissage

Dans ce chapitre, nous pr�esenterons rapidement des notions de base de l'apprentis-

sage statistique.

1.1 Convention de notations

Nous pr�esentons ici les notations que nous adopterons pour la suite de ce manuscrit.
�Etablissons tout d'abord quen repr�esentera pour nous le nombre d'observations etp

le nombre de variables.

De mani�ere g�en�erale les variables al�eatoires seront �ecrites en italique majusculeX .

Les r�ealisations de cette variables s'�ecriront en italique minuscule, ainsix i repr�esente la

i-�eme r�ealisation de la variable X (notons quex i peut être un scalaire ou un vecteur).

Nous �ecrirons les vecteurs colonnes en minuscule italique, sauf pour ceux de taillen

qui seront en minuscule gras. Les matrices seront toujours �ecrites en gras. Prenons par

exemple une matrice de g�enotypesM 2 M (R) = [ m1; :::; mn ]T = [ m1; :::;mp] : mi

repr�esente le g�enotype d'un individu i et m j l'ensemble des r�ealisations pour le variant

j .

De mani�ere g�en�erale nous appelleronsY nos variables r�eponse. La notationM sera

associ�ee aux matrices de g�enotypes mais nous pr�ef�ererons souvent travailler avecZ qui

correspond aux matrices de g�enotypes normalis�es.X sera utilis�e pour les matrices de

donn�ees non-g�en�etiques. En�n la lettre E sera associ�ee au bruit statistique.
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1.2 Notion d'apprentissage

1.2.1 Terminologie de l'apprentissage

L'objectif de l'apprentissage (aussi appel�e Machine Learning) est de permettre la

pr�ediction d'une r�eponse Y (ou sortie) �a partir d'un ensemble de variables discr�etes

ou continuesZ (aussi appel�ees pr�edicteurs ou variables d'entr�ee). Par exemple nous

souhaiterons pr�edire la taille d'un individu avec des pr�edicteurs tels que son sexe, son

âge ou son g�enotype. On parle de r�egression siY est une variable quantitative et de

classi�cation si Y est une variable qualitative.

L'objectif de l'apprentissage est la construction d'un apprenantf , une fonction

ayant pour arguments des pr�edicteurs et rendant une pr�ediction de la r�eponsêY =

f (Z ). Notons que tr�es souvent les pr�edicteurs �a notre disposition n'expliquent pas

int�egralement la r�eponse et ne permettent donc pas des pr�edictions parfaites i.e.̂Y 6= Y.

De mani�ere g�en�erale on a Y = f (Z ) + E une mod�elisation avecE [E] = 0 et E

ind�ependant de Z . E repr�esente le bruit statistique inexplicable par nos donn�ees.

Les questions qui se posent naturellement sont comment construire un apprenant et

comment choisir un bon apprenant ? Pour la construction de l'apprenant, nous dispo-

sons d'un ensemble de r�ealisations deY et X not�e A = f (z1; y1) ; :::; (zn ; yn )g et appel�e

ensemble d'apprentissage. Pour juger de la qualit�e d'un apprenant, nous comparerons

les r�eponsesY avec les pr�edictionsŶ en utilisant une fonction de coûtL .

CommeA est un ensemble �ni, il nous sera impossible d'estimerf exactement. En

pratique on approcheraf avec un estimateurf̂ qui est une fonction deA. Notons que

nous nous autoriserons �a noter̂Y = f̂ (Z ).

1.2.2 Perte d'erreur quadratique et fonction de r�egression

Une fonction de coût tr�es populaire et pratique en r�egression est l'erreur quadratique

(ou risque d'erreur quadratique)L (Y; f (Z )) = ( Y � f (Z ))2. Nous allons alors chercher

f qui minimise l'erreur de pr�ediction attendue

EPE (f ) = EZ;Y [L (Y; f (Z ))] = EZ;Y

h
(Y � f (Z ))2

i
(1.1)

= EZ EY jZ

h
(Y � f (Z ))2

i
: (1.2)
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Minimisons cette erreur conditionnellement �aZ et cherchons

f (z) = arg min
q

EY jZ

h
(Y � q)2 jZ = z

i
: (1.3)

En d�erivant simplement par q, nous trouvons

f (z) = EY jZ [Y jZ = z] : (1.4)

Ainsi pour l'erreur de pr�ediction attendue, la meilleure pr�ediction de YjZ = z est

la moyenne conditionnelle. Cette solutionf (z) est aussi appel�ee fonction de r�egres-

sion. Ce r�esultat est particuli�erement important car il nous donne une expression pour

l'apprenant.

1.3 Un premier exemple de fonction de r�egression

avec le mod�ele lin�eaire

Les mod�eles lin�eaires sont un ensemble de mod�eles simples mais tr�es �etudi�es et

utilis�es en apprentissage supervis�e. Ces mod�eles supposent une fonction de r�egression

qui est une combinaison lin�eaire des variables d'entr�ees. Pouru = [ u0; u1; :::; up] un

vecteur de coe�cients, la fonction de r�egression est de la forme

f (Z ) = u0 +
pX

j =1

uj Z j : (1.5)

Le coe�cient u0, appel�e intercept, correspond �a la valeurf (Z = 0 p) et est donc

ind�ependant de Z . Ce vecteuru est inconnu donc pour pouvoir faire des pr�edictions

nous allons devoir l'estimer �a partir de notre ensemble d'apprentissageA.

Une m�ethode tr�es classique est la m�ethode des moindres carr�es qui vise �a choisiru

minimisant la somme des carr�es des r�esidus (que nous abr�egeons en RSS pourResidual

Sum of Squares)

RSS(u) =
nX

i =1

(yi � f (zi ))
2 (1.6)

=
nX

i =1

0

@yi � u0 �
pX

j =1

zij uj

1

A

2

: (1.7)
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1. Th�eorie de l'apprentissage

Notons que RSS ne force aucune hypoth�ese sur le mod�ele : il se contente de mesurer

�a quel point les donn�ees suivent un mod�ele lin�eaire.

La forme de l'estimateur deu apparâ�t clairement si on travaille avec les expressions

matricielles. NotonsZ 2 M n;p+1 (R) une matrice dont les lignes correspondent �a une

entr�ee et dont le premier �el�ement vaut 1 (pour l'intercept). On peut alors r�e�ecrire 1.7

û = arg min
u

RSS(u) = ky � Zuk2
2 : (1.8)

En d�erivant 1.8 par u et en supposant queZ soit une matrice de rangp + 1, nous

obtenons

û = ( ZT Z)� 1ZT y: (1.9)

En notant zte 2 Rp+1 une nouvelle entr�ee, nous pouvons utiliser l'expression 1.9

pour obtenir une nouvelle pr�ediction

ŷte = zT
teû = zT

te(ZT Z)� 1ZT y: (1.10)

Introduisons le concept de mod�elisation lin�eaire additive : supposons que le mod�ele

1.5 soit vrai i.e. que l'esp�erance deY conditionnellement �a Z soit une fonction lin�eaire

des composantes deZ . En ajoutant un bruit gaussien additif, nous avons la mod�elisation

Y = u0 +
pX

j =1

uj Z j + e avece � N
�
0; � 2

�
: (1.11)

Cette mod�elisation est dite lin�eaire et additive car c'est une combinaison lin�eaire

des pr�edicteurs. Cette mod�elisation est simpliste mais extrêmement utile car intuitive :

chaque pr�edicteur apporte sa pierre �a la r�eponse, il n'y a pas d'interaction entre les

pr�edicteurs et ceux-ci sont autoris�es �a avoir des e�ets di��erents. Sous cette mod�elisation

nous voyons que

û � N (u; � 2(ZT Z)� 1): (1.12)

Remarquons queE(û) = u : notre estimateur est dit sans biais.
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1. Th�eorie de l'apprentissage

1.4 Concept de sur-apprentissage et un exemple

avec l'estimateur des moindres carr�es

Une fois que nous avons choisi un mod�ele, nous allons souhaiter quanti�er sa validit�e

i.e. notre capacit�e �a faire de bonnes pr�edictions avec. Pour quanti�er nous pouvons

utiliser une fonction de coût mais sur quelles donn�ees allons nous faire des pr�edictions ?

Jusqu'�a pr�esent toutes les donn�ees dont nous disposons ont �et�e plac�ees dans l'en-

semble d'apprentissage (avec lequel nous approchons un mod�ele par un estimateur).

Nous pourrions être tent�es d'�evaluer l'estimateur surA mais nous nous heurterions �a

la hantise de l'apprentissage statistique : le surapprentissage.

On parle de surapprentissage (ou over�tting) quand l'estimateur s'adapte trop bien

�a l'ensemble d'apprentissage en d�epit du vrai mod�ele. Pour surveiller ce surappren-

tissage, une bonne pratique est d'avoir un ensemble de testT . Cet ensemble servira

�a �evaluer la qualit�e des pr�edictions obtenues avec notre estimateur, et ne devra donc

surtout pas être utilis�e pendant la phase de construction de l'estimateur. D'un point de

vue formel, une bonne mani�ere de rep�erer le surapprentissage est de comparer le signe

de la di��erence entre erreur sur T et l'erreur sur A. Si cette di��erence est positive,

alors il y surapprentissage.

Notons toutefois qu'avoir un ensemble de test ne supprime pas le surapprentissage,

il permet seulement de d'estimer de mani�ere non biais�ee la qualit�e des pr�edictions.

Le surapprentissage s'exprime sous diverses formes et peut être montr�e de fa�con

tr�es visuelle avec le mod�ele lin�eaire et l'estimateur des moindres carr�es (voir �gure 1.1).

Montrons d'abord que l'erreur calcul�ee surA est trop optimiste �a l'aide de simulations.

Nous allons simulern = 10 r�eponsesy = 1+0 :8� z+ eavecz � U (0; 3) et e � N (0;
p

3).

Nous calculerons alors l'estimateur des moindres carr�es sur toutes les donn�ees que nous

avons simul�ees. Nous calculerons ensuite le RSS pour l'estimateur des moindres carr�es

RSSMC et pour le vrai mod�ele RSSV M sur ces mêmes donn�ees pour estimer la qualit�e de

la pr�ediction. Cette proc�edure est r�ep�et�ee 1000 fois. La �gure 1.1a montre un boxplot

de la quantit�e RSSMC � RSSV M . Nous voyons que l'erreur associ�ee au mod�ele estim�e

est plus faible que celle du vrai mod�ele. Cela montre que l'erreur de pr�ediction est

sous-estim�ee si nous n'utilisons pas d'ensemble de test.

Dans la �gure 1.1b nous allons simuler un ensemble de donn�ees comme d�ecrit dans

le paragraphe pr�ec�edent. Nous utilisons maintenant un ensemble de test (en rouge)

11



1. Th�eorie de l'apprentissage

(a) Di��erence entre l'erreur de l'estimateur des
moindres carr�es et le vrai mod�ele sur A .

(b) Exemple de surapprentissage avec l'estima-
teur des moindres carr�es.

Figure 1.1 { Deux mises en �evidence du ph�enom�ene de surapprentissage avec l'estimateur
des moindres carr�es. �A gauche on montre que l'erreur de pr�ediction de l'estimateur calcul�ee
sur A est trop optimiste. �A droite on a un exemple �evident de surapprentissage carA est
trop petit.

mais nous n'avons que deux de points dans l'ensemble d'apprentissage (en vert). Nous

voyons bien ici bien l'importance d'utiliser un ensemble de test : pour les moindres

carr�es le RSS surA est nul mais celui surT ne l'est pas du tout. Il y a bien du

surapprentissage et l'�echantillon de test le r�ev�ele compl�etement. Dans cette exemple,

il est tr�es clair que le surapprentissage vient du fait queA ne contient pas assez de

points pour bien apprendre le mod�ele (ou dit autrement il y a trop de param�etres par

rapport �a la taille A ). Ce sera bien souvent l'explication du surapprentissage.

1.5 Concept d'erreur

Jusqu'�a pr�esent nous sommes rest�es assez �evasifs sur le concept d'erreur : nous nous

sommes content�es d'utiliser le RSS pour quanti�er la qualit�e d'une r�egression lin�eaire.

Nous allons ici pr�eciser un peu les choses. Pour un estimateurf̂ et une fonction de coût

L , nous d�e�nissons l'erreur de test comme

ErrA = E(Y;X )2T

h
L (Y;f̂ (X )) jA

i
: (1.13)

Elle correspond �a l'esp�erance de l'erreur de pr�ediction sur un ensemble de test

ind�ependant et avec un ensemble d'apprentissage �x�e. Une quantit�e associ�ee est l'erreur
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1. Th�eorie de l'apprentissage

de test attendue

Err = EA ErrA = E
h
L (Y;f̂ (X ))

i
: (1.14)

Pour cette quantit�e l'ensemble de test ET l'ensemble d'apprentissage sont consid�er�es

al�eatoires. Notre objectif sera d'estimer ErrA car nous ne disposerons que d'une quantit�e

limit�ee de donn�ees et donc d'un ensemble d'apprentissage �x�e. En pratique nous nous

int�eresserons souvent �a Err car plus facile �a estimer (avec des m�ethodes telles que la

validation crois�ee, nous y reviendrons plus en d�etail plus tard).

1.6 S�election et �evaluation de mod�ele

Dans cette section nous pr�esentons le concept de s�election et d'�evaluation de mod�ele.

Pour cela nous allons avoir besoin de d�e�nir le principe de complexit�e.

La complexit�e d'un mod�ele peut être vue comme la force du lien entre la r�eponse et

les param�etres [H•oge, 2016]. La complexit�e exprime aussi la di�cult�e du mod�ele �a être

appris : plus le mod�ele est complexe, plus son estimation sera compliqu�ee �a r�ealiser.

Dans le cas de l'estimation du mod�ele lin�eaire par la r�egression des moindres carr�es,

le nombre de variables int�egr�ees au mod�ele est une mesure de la complexit�e. Nous

reviendrons sur d'autres mesures de complexit�e un peu plus loin dans ce chapitre.

Le concept de s�election de mod�ele peut se r�esumer par la volont�e de choisir le

meilleur mod�ele au sens de la pr�ediction parmi toute une famille de mod�eles. Supposons

que l'on dispose d'un vecteur de r�eponse et de 10 variables explicatives associ�ees : la

recherche de la r�egression lin�eaire univari�ee minimisant une erreur quadratique est un

exemple de s�election de mod�ele.

La s�election de mod�ele est une �etape n�ecessaire pour des approches de mod�elisation

contrôlant la complexit�e via un hyperparam�etre (que nous appelons ici� ). Pour ces

mod�eles, nous allons donc devoir choisir� (et donc la complexit�e optimale) qui minimise

l'erreur de test attendue. Il y aura donc trois �etapes distinctes.

1. L'�etape de cr�eation des mod�eles : �a l'aide des donn�ees, nous cr�eons une famille de

mod�eles plus ou moins compliqu�es (i.e. complexes), ce qui en pratique correspond

�a tester une gamme de valeurs du param�etre� .

2. L'�etape s�election de mod�ele : nous allons tester chacun des mod�eles et s�electionner

le meilleur possible i.e. le mod�ele permettant la meilleure pr�ediction possible.
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3. L'�etape �evaluation de mod�ele : une fois que nous avons choisi le mod�ele optimal

pour notre probl�eme, nous allons estimer son pouvoir pr�edictif avec l'erreur de

test sur un ensembleT ind�ependant.

Pour l'�etape �evaluation de mod�ele, nous avons vu qu'un ensemble de test ind�epen-

dant T �etait n�ecessaire. La même philosophie est �a appliquer sur l'�etape de s�election

pour �eviter des biais. Id�ealement (si nous avons su�samment de donn�ees) nous les d�e-

couperons en trois ensembles ind�ependants : un ensemble d'apprentissageA sur lequel

nous estimerons nos mod�eles, un ensemble de validationV avec lequel nous choisirons le

mod�ele minimisant l'erreur de test et en�n un ensemble de testT sur lequel nous esti-

merons ErrA . Si nous manquons de donn�ees, il est possible d'utiliser des approches pour

compenser l'�etape de s�election, nous en reparlerons rapidement au prochain chapitre.

Mesures de la complexit�e

Nous avons d�e�ni la complexit�e mais nous sommes rest�es assez vagues sur sa d�e�ni-

tion pr�ecise. Les degr�es de libert�e sont une mani�ere de quanti�er cette complexit�e. Ils

sont souvent d�e�nis comme le nombre d'observations moins le nombre de param�etres �a

estimer. Bien que intuitive, cette d�e�nition ne s'exporte pas tr�es bien dans le casn < p .

De plus elle ne prend pas en compte les potentiels hyperparam�etres des mod�eles.

Soit un vecteur de pr�ediction ŷ = ( ŷ1; :::; ŷn ) calcul�e sur les donn�ees deA, Trevor

Hastie et al. d�e�nissent les d�egr�es de libert�e e�ectifs (en anglais e�ective degrees of

freedom) comme

df(ŷ) =
1
� 2

tr (cov(y; ŷ)) : (1.15)

Cette d�e�nition est bien pratique car elle s'�etend compl�etement �a la notion d'hyper-

param�etres : �a chaque valeur d'hyperparam�etres� est associ�ee une valeur des degr�es

de libert�es df(ŷ(� )) .

La d�ecomposition Biais-variance

Si nous utilisons la perte d'erreur quadratique comme fonction de coût, l'erreur de

test attendue avec individu de test �x�e en r�egression peut être d�ecoup�ee de la fa�con

suivante (preuve en annexe) :
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1. Th�eorie de l'apprentissage

EX = x0

h
(Y � f̂ (x0))2

i
= var(Y)

| {z }
erreur irr�eductible

+ var(f̂ (x0))
| {z }

variance estimateur

+
�
EX = x0

h
f̂ (x0)

i
� EX = x0 [Y ]

� 2

| {z }
biais

:

(1.16)

Le premier terme est l'erreur irr�eductible de notre probl�eme qui ne peut être �evit�ee

quel que soit notre apprenant. Le deuxi�eme terme repr�esente la variance de notre

estimateur. En�n le dernier terme repr�esente le carr�e du biais de l'estimateur i.e. le carr�e

de la di��erence entre l'esp�erance de l'estimateur et le vrai mod�ele. Le biais et la variance

sont des fonctions de la complexit�e : le terme de biais va diminuer quand la complexit�e

augmente et �a l'inverse le terme de variance va augmenter avec la complexit�e.

Le d�ecoupage 1.16 est appel�e la d�ecomposition biais-variance et est particuli�erement

utile dans l'�etape de s�election de mod�ele. Comme les termes de biais et de variance

sont monotones, le minimum de l'erreur de pr�ediction correspondra �a la complexit�e

proposant le meilleur compromis entre biais et variance.

Le dilemme biais-variance est souvent pr�esent�e pour l'erreur quadratique de l'esti-

mateur. Dans ce cas la d�ecomposition devient

E
h
(� � �̂ )2

i
= var(�̂ )

| {z }
variance estimateur

+
�
E

h
�̂

i
� �

� 2

| {z }
biais

(1.17)

Notons qu'ici nous utilisons l'abus de notationx2 = xT x pour les vecteurs et le terme

var(x) se r�ef�ere �a la variance des coe�cients dex et non �a la matrice de covariance de

x.

R�egression p�enalis�ee

Si nous consid�erons le crit�ere des moindres carr�es d�e�ni en 1.6 pour un apprenantf

quelconque, nous voyons que le crit�ere peut être minimis�e par une in�nit�e d'apprenants

(tous ceux v�eri�ant yi = f (zi ) 8i 2 J1; nK). Pour le cas des mod�elisations lin�eaires, ce

ph�enom�ene apparâ�t pour le casn < p et donc nous ne pourrons nous contenter de

minimiser un crit�ere des moindres carr�es (abr�eg�e MC) pour estimer le mod�ele.

Pour pouvoir utiliser un mod�ele lin�eaire dans le casn < p , une famille d'approches

tr�es utilis�ee sont les r�egressions p�enalis�ees : nous allons chercher �a minimiser un crit�ere
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de la forme suivante

PRSS(f; � ) = RSS(f ) + �J (f ): (1.18)

Le terme J (f ) est un terme dit de p�enalit�e et donne un scalaire pour chaquef .

Nous choisironsJ croissant en la complexit�e def , i.e. l'inverse du terme RSS : la

p�enalit�e a pour objectif de "contenir" la courbe i.e. d'�eviter de s�electionner un mod�ele

tr�es complexe adh�erant tr�es bien �a l'ensemble d'apprentissage et se g�en�eralisant tr�es

mal. Nous choisirons alorsf comme minimisant le compromis entre les deux crit�eres,

i.e. la solution la plus proche de nos donn�ees et restant la moins complexe possible.

Pour r�egler ce compromis nous jouerons sur l'hyperparam�etre� � 0 appel�e constante

de p�enalisation. Plus cette constante sera �elev�ee, plus nous p�enaliserons l'asp�erit�e de la

solution et donc nous aurons tendance �a choisir des solutions "simples". Les extrêmes

des valeurs de� illustrent bien ce ph�enom�ene : le cas� = 0 correspond au cas o�u

nous n'imposons aucune p�enalisation �a la complexit�e de notre mod�ele tandis que le cas

� = + 1 impose la solution la moins complexef = 0.

Dans le cas des mod�eles lin�eaires, nous pouvons citer comme exemple le LASSO

[Tibshirani, 1996] ou la r�egression ridge que nous allons pr�esenter plus longuement dans

la suite de ce manuscrit. En e�et, nous verrons (entre autres) dans le chapitre suivant

que la r�egression ridge permet un parall�ele avec les mod�eles �a e�ets al�eatoires, une

m�ethode math�ematique tr�es utilis�ee pour l'estimation d'h�eritabilit�e.
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Chapitre 2

La r�egression ridge

Le chapitre pr�ec�edant nous a permis de poser le cadre de l'apprentissage statistique.

Nous allons maintenant nous concentrer une m�ethode d'apprentissage appel�ee r�egres-

sion ridge. Nous pr�esenterons la m�ethode, quelques unes de ses propri�et�es et discuterons

de la gestion de son hyperparam�etre. Nous pr�esenterons �egalement tr�es bri�evement les

mod�eles �a e�ets al�eatoires et discuterons de leurs liens avec la r�egression ridge.

2.1 D�e�nition et origine

La r�egression d'arête (que l'on anglicisera en r�egression ridge) a �et�e pr�esent�ee pa-

rall�element dans di��erents domaines. Tikhonov la pr�esenta sous le nom de r�egularisa-

tion de Tikhonov comme une m�ethode permettant la r�esolution de syst�emes lin�eaires

mal pos�es (i.e. de syst�emes n'ayant pas de solution v�eri�ant les crit�eres d'Hadamard :

existance, unicit�e, et continuit�e) [Tikhonov, 1965]. Hoerl pr�esenta la m�ethode sous une

approche plus statistique qui nous int�eressera plus ici [Hoerl and Kennard, 2000] : l'id�ee

est d'ajouter un petit coe�cient au terme �a inverser dans l'estimateur des moindres

carr�es pour contrôler l'instabilit�e de l'estimateur.

La r�egression ridge est une r�egression lin�eaire p�enalis�ee dont la p�enalit�e est la somme

des carr�es des coe�cients du vecteur d'e�ets. Supposons que nos donn�ees suivent un

mod�ele lin�eaire

y = Zu + e avece � N
�
0n ; � 2I n

�
: (2.1)

Alors l'estimateur de la r�egression ridgêuR est d�e�ni comme la solution du crit�ere
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2. La r�egression ridge

arg min
u2 Rp

RSS+ JRIDGE = arg min
u2 Rp

ky � Zuk2
2 + � kuk2

2 : (2.2)

Le param�etre de p�enalit�e � � 0 sanctionne les solutions dont les valeurs de coef-

�cients sont tr�es �elev�ees au pro�t des solutions dont les coe�cients sont plus faibles.

Nous dirons alors que la r�egression ridge "lisse" les solutions. Sous l'hypoth�ese que

l'esp�erance des e�ets est nulle, la ridge peut être vue comme une r�egression lin�eaire

qui contrôle la variance des ses coe�cients. Remarquons �egalement que le cas� = 0

correspond au cas des moindres carr�es ordinaires tandis que pour le cas� = + 1 nous

choisirons toujours la solution nulle.

La minimisation du crit�ere 2.2 donne un estimateur avec une forme close et de nom-

breuses propri�et�es. Nous allons maintenant pr�esenter quelques unes des ces propri�et�es.

2.2 Standardisation des donn�ees

Il est tr�es fortement conseill�e d'appliquer la r�egression ridge sur un mod�ele dont la

r�eponse est centr�ee et la matrice de donn�ees est centr�ee et r�eduite par colonnes.

Travailler sur des donn�ees non-centr�ees revient �a ajouter au mod�ele un terme

constant appel�e intercept, qui s'interpr�ete comme la moyenne de la r�eponse. En re-

gardant le crit�ere 2.2, nous voyons que toutes les variables sont concern�ees par la p�ena-

lisation. Si les donn�ees ne sont pas centr�ees nous allons p�enaliser cette moyenne, ce qui

n'a pas de sens. Si les donn�ees sont centr�ees le probl�eme se r�esout car la p�enalisation

n'a�ecte que la variance.

Sans normalisation de nos donn�ees, les estimations des e�ets risquent d'être �a des

�echelles compl�etement di��erentes. Pour visualiser ce ph�enom�ene, imaginons un mod�ele

visant �a expliquer la taille d'une personne en fonction de son âge et de son sexe. Selon

que l'âge soit en ann�ees ou en mois, l'e�et estim�e sera tr�es di��erent. La normalisation de

la matrice des donn�ees permet de s'assurer que tous les e�ets soient �a la même �echelle.

Or nous avons dit que la p�enalisation de la r�egression ridge pouvait être vue comme un

contrôle de variance du vecteur d'e�ets. Puisque cette p�enalisation est la même pour

toutes les variables, en l'absence de normalisation des donn�ees nous p�enalisons autant

toutes les variables (même si elles sont �a des �echelles tr�es di��erentes). La normalisation
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2. La r�egression ridge

des donn�ees (et donc le fait d'avoir les e�ets �a la même �echelle) donne une coh�erence �a

la p�enalisation unique.

En pratique nous aurons tendance �a utiliser la moyenne empirique de notre r�eponse

pour centrer celle-ci. De même nous centrerons et r�eduirons chaque colonne des donn�ees

par respectivement sa moyenne et son �ecart-type empirique. Bien que tr�es courante,

ces pratiques peuvent-être discut�ees (particuli�erement dans le cas o�un < p ) et nous

reviendrons dessus plus tard.

2.3 Calcul de l'estimateur

Comme la r�egression lin�eaire standard, l'estimateur de la r�egression ridge dispose

d'une formule simple. D�erivons selonu le crit�ere 2.2 :

@u

�
ky � Zuk2

2 + � kuk2
2

�
= @u

�
(y � Zu)T (y � Zu) + �u T u

�

= 2ZT Zu � 2ZT y + 2�u:

En posant ûR le vecteur qui minimise 2.2 nous pouvons �ecrire

@u= ûR

�
ky � Zuk2

2 + � kuk2
2

�
= 0 (2.3)

) ûR =
�
ZT Z + � I p

� � 1
ZT y (2.4)

2.4 Propri�et�es de l'estimateur

2.4.1 D�ecomposition en valeurs singuli�eres, analyse en com-

posantes principales et degr�es de libert�e

La d�ecomposition en valeurs singuli�eres est une technique tr�es utilis�ee en analyse

des donn�ees [Golub and Kahan, 1965, Golub and Reinsch, 1970]. Nous appellerons

d�ecomposition en valeurs singuli�eres (SVD) deZ la d�ecomposition Z = UDV T . U 2

O(n) et V 2 O (p) d�ecrivent respectivement l'espace des lignes et des colonnes deZ. D 2

Dn;p(R) est une matrice diagonale dont les coe�cients diagonaux sont appel�es valeurs

singuli�eres. Notons que toute matriceZ 2 M n;p(R) admet au maximum min(n; p)
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valeurs singuli�eres non nulles.

L'analyse en composantes principales (ACP), �egalement connue sous le nom de

transformation de Karhunen{Lo�eve est une m�ethode permettant de construire un jeu

de variables d�ecorr�el�ees d�ecrivant le mieux un jeu de donn�ees. Elle trouve ses origines

dans Pearson [1901] et fut formalis�ee par Hotelling [1933].

La SVD et l'ACP sont compl�etement li�ees : l'ACP de la matrice Z correspond �a

la SVD de la matrice ZT Z. En particulier, les valeurs singuli�eres correspondent aux

racines carr�ees des valeurs propres.

En utilisant la SVD de Z nous pouvons �ecrire l'estimateur de la r�egression ridge

sous la forme suivante :

ûR = V
�
D T D + � I p

� � 1
D T U T y: (2.5)

Cette forme est int�eressante d'un point de vue calculatoire car elle demande l'inver-

sion d'une matrice diagonale et non pleine comme 2.4, au prix d'une d�ecomposition en

valeurs singuli�eres deZ (qui est �egalement coûteuse en temps de calcul). C'est toute-

fois tr�es int�eressant si nous souhaitons calculer l'estimateur pour plusieurs valeurs du

param�etre de p�enalisation, car nous n'avons qu'�a calculer la SVD deZ une seule fois.

Nous en parlerons plus en d�etail plus loin dans le manuscrit.

La d�ecomposition en valeurs singuli�eres permet de d�e�nir pour la r�egression ridge

une forme particuli�ere des degr�es de libert�e e�ectifs. Notonŝy = Z
�
ZT Z + � I p

� � 1
ZT y =

H � y le vecteur de pr�ediction sur l'ensemble d'apprentissage. En reprenant la d�e�nition

des degr�es de libert�e e�ectifs 1.15, la formule d'esp�erance quadratique et la SVD

df(ŷ) =
1
� 2

tr (cov(ŷ ; y)) =
1
� 2

EeeT H � e (2.6)

=
1
� 2

tr
�

� 2UD
�
D T D + � I p

� � 1
D T U T

�

(2.7)

=
min (n;p)X

k=1

d2
k

d2
k + �

: (2.8)

Un int�erêt de cette quantit�e est qu'elle est born�ee0 � df(ŷ) � min(n; p). La quantit�e

df augmente avec la complexit�e du mod�ele : df= min(n; p) correspond au mod�ele

lin�eaire non p�enalis�e et df = 0 correspond au mod�ele nul.
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2. La r�egression ridge

2.4.2 Le dilemme biais-variance pour la r�egression ridge

En supposant la matrice de donn�eesZ �xe, le dilemme biais-variance d�ecrit en 1.17

pour la r�egression ridge s'�ecrit de la mani�ere suivante :

var(ûR) = Ey

h
(ûR � Ey [ûR ])T (ûR � Ey [ûR ])

i

= Ey

�

(ûR �
�
ZT Z + � I p

� � 1
ZT Zu)T (ûR �

�
ZT Z + � I p

� � 1
ZT Zu)

�

= Ey

" � �
ZT Z + � I p

� � 1
ZT (y � Zu)

� T � �
ZT Z + � I p

� � 1
ZT (y � Zu)

� #

= tr
�

Z
�
ZT Z + � I p

� � 2
ZT � 2I n

�

( esp�erance d'une forme quadratique )

biais2(ûR) = ( Ey [ûR ] � u)T (Ey [ûR ] � u)

=
� �

ZT Z + � I p

� � 1
ZT Zu � u

� T � �
ZT Z + � I p

� � 1
ZT Zu � u

�

= uT
� �

ZT Z + � I p

� � 1
ZT Z � I p

� 2

u

= � 2uT
�
ZT Z + � I p

� � 2
u

Ce qui nous donne

var(ûR) = � 2
min (n;p)X

k=1

d2
k

(d2
k + � )2

(2.9)

biais2(ûR) = � 2
min (n;p)X

k=1

c2
k

(d2
k + � )2

avecc = V T u: (2.10)

La variance et le biais sont respectivement des fonctions d�ecroissante et croissante en

� (voir annexe). En pratique la r�egression ridge propose donc de biaiser l'estimateur des

moindres carr�es pour baisser sa variance, et l'objectif sera donc de trouver le meilleur

compromis entre les deux.
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2. La r�egression ridge

2.4.3 Th�eor�eme de l'existence

Une propri�et�e int�eressante est que l'estimateur de la r�egression ridgêuR peut tou-

jours faire mieux au sens de la pr�ecision que l'estimateur des moindres carr�eesû.

9� > 0; MSE(ûR ; u) � MSE(û; u) (2.11)

avec MSE(x; y) = 1
n xT y. Une d�emonstration est disponible en annexe A.3. Sous

r�eserve de connâ�tre un lambda v�eri�ant cette propri�et�e, il est donc toujours avantageux

d'utiliser la r�egression ridge. Nous verrons plus tard comment choisir ce param�etre.

2.4.4 Un exemple pratique

Un exemple de d�ecomposition biais variance pour l'estimateur de la ridge est pr�e-

sent�e dans la �gure 2.1. Dans ce graphe nous avons simul�e un mod�ele additif de di-

mensionn = 100 et p = 10 puis nous avons calcul�e le biais et la variance avec les

formules d�ecrites en 2.9 et 2.10. En abscisse on utilise les d.d.l.e avec la formule 2.8.

La courbe rouge repr�esente la variance et la courbe verte est le biais. On voit que la

variance augmente quand le mod�ele se complexi�e et qu'�a l'inverse le biais diminue

avec la complexit�e. La courbe en noir est la pr�ecision de l'estimateur et pr�esente un

minimum vers d.d.l.e ' 8,5-9. La courbe en pointill�e repr�esente la pr�ecision de l'esti-

mateur des moindres carr�es. Nous voyons bien qu'il existe des valeurs de� telles que

la pr�ecision de la r�egression ridge soit inf�erieure �a celle des moindres carr�es.

2.4.5 La r�egression ridge en grande dimension

Un estimateur toujours d�e�ni

Un int�erêt de la r�egression ridge par rapport aux moindres carr�es est qu'elle peut

être utilis�ee dans le cas de la grande dimension i.en < p . En e�et si n < p alors

0 2 sp
�
ZT Z

�
)

�
�
�ZT Z

�
�
� =

nY

i =1

d2
i � 0p� n = 0:

La matrice
�
ZT Z

�
n'est donc pas inversible et l'estimateur des moindres carr�es ne

peut donc pas être d�e�ni. Dans le cas de la r�egression ridge,
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2. La r�egression ridge

Figure 2.1 { Un exemple de la d�ecomposition biais variance de l'estimateur de la r�egression
ridge.

8� > 0;
�
�
�ZT Z + � I p

�
�
� =

nY

i =1

(d2
i + � ) = � n� p

pY

j =1

(d2
i + � ) > 0:

L'estimateur de la r�egression ridge est toujours d�e�ni tant que� > 0. Dans le cas

n < p la ridge se r�ev�ele donc un choix int�eressant pour une mod�elisation lin�eaire qui

rend le probl�eme soluble sans s�electionner des variables.

Une forme adapt�ee �a la grande dimension

Dans un cas o�up est tr�es grand, le calcul de l'estimateur peut être lourd. En e�et

l'inversion de la matricep � p dans la forme 2.4 va être tr�es compliqu�ee. Nous avons

vu qu'utiliser la SVD rend l'inversion plus facile, mais la SVD reste une op�eration

coûteuse. Il existe une forme alternative de l'estimateur de la r�egression ridge qui �evite

la manipulation de matricep� p. En particulier, cette forme sera tr�es int�eressante pour

le calcul deH � en grande dimension.
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ZT
�
ZZ T + � I p

�
=

�
ZT Z + � I n

�
ZT

)
�
ZT Z + � I n

� � 1
ZT

�
ZZ T + � I p

� �
ZZ T + � I p

� � 1
=

�
ZT Z + � I n

� � 1 �
ZT Z + � I n

�
ZT

�
ZZ T + � I p

� � 1

)
�
ZT Z + � I n

� � 1
ZT = ZT

�
ZZ T + � I p

� � 1

Nous pouvons alors donc alors �ecrire l'estimateur ridge sous la forme

ûR = ZT
�
ZZ T + � I p

� � 1
y = VD T

�
DD T + � I n

� � 1
U T y (2.12)

et H � sous la forme

H � = ZZ T
�
ZZ T + � I p

� � 1
= UDD T

�
DD T + � I n

� � 1
U T = U D � U T :

Sous cette forme deH � nous ne manipulons que des matricesn � n. De plus nous

ne calculerons pas la SVD deZ mais plutôt celle deZZ T (ce qui revient �a faire une

ACP).

2.5 Choix du param�etre de p�enalisation �

2.5.1 Comment choisir � ?

Nous avons vu qu'un bon choix de param�etre de p�enalisation est important pour

avoir un estimateur ridge de qualit�e. Mais comment choisir ce param�etre ? Dans l'exemple

du graphe 2.1 le param�etre optimal � opt �etait visible avec la d�ecomposition biais-

variance. En pratique nous avons rarement acc�es au param�etre� 2 et au vecteur d'e�ets

u et ce n'est donc pas utilisable.

Notre objectif est d'avoir les meilleures pr�edictions possibles pour l'estimateur ridge

i.e de trouver � opt qui minimise l'erreur de pr�ediction d�e�nie en 1.13 pour un nouveau

point (y0; z0)

� opt = arg min
�

ErrA (� ) = arg min
�

Ey0 ;z0

� �
y0 � zT

0 ûR(� )
� 2

j A
�

avecz0 2 Rp un vecteur colonne.
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2. La r�egression ridge

Une approche tentante serait de choisir� �a partir des donn�ees de l'ensemble d'ap-

prentissageA i.e choisir le lambda qui minimise l'erreur de pr�ediction surA

errA (� ) =
1

nA

X

i 2A

�
yi � zT

i ûR(� )
� 2

avecnA = Card(A): (2.13)

En pratique cela ne fonctionne pas. En e�et errA a tendance �a sous-estimer ErrA . De

plus errA favorise toujours le mod�ele le plus complexe possible et donc choisit� opt = 0.

Ce ph�enom�ene est bien illustr�e dans la �gure 2.2. Dans cet exemple nous avons simul�e

un jeu de donn�ees de taillen = 600 et p = 30 selon un mod�ele lin�eaire. Nous avons gard�e

100 individus pour estimer le vecteur d'e�et en utilisant la r�egression ridge et utilis�e

les 500 autres comme ensemble de validation. Nous avons calcul�e errA (courbe rouge)

et estim�e ErrA (courbe bleue) avec le MSE sur l'ensemble de validation. Il apparâ�t

clairement que errA est un mauvais estimateur de ErrA .

Figure 2.2 { Un exemple du comportement de errA et Err T .

Au vu de l'importance d'avoir des donn�ees externes pour le choix de� , une bonne

pratique serait de s�eparer notre jeu de donn�ees en 3 parties : un ensemble d'appren-

tissageA pour construire l'estimateur, un ensemble de validationV pour choisir la
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2. La r�egression ridge

complexit�e optimale (�a travers le choix de � ) et un ensemble de testT pour estimer

les capacit�es pr�edictives.

Le probl�eme de ce d�ecoupage est qu'il est gourmand en donn�ees. Il est n�ecessaire

d'avoir une taille d'ensemble d'apprentissage su�sante pour estimer correctement le

vecteur d'e�et, un faible e�ectif dans V peut entrâ�ner un mauvais choix de complexit�e

optimale et en�n l'estimation de la capacit�e pr�edictive ne sera pas �able si on a trop

peu d'individus dansT . Ce d�ecoupage n'est donc pas toujours applicable en pratique.

Pour palier �a ce probl�eme il existe des m�ethodes pour remplacer l'�etape de vali-

dation. Une premi�ere approche est d'utiliser une formule analytique telle que l'AIC

(Aikaike Information Criteria) [Akaike and BN Petrov ; F Csaki, 1973] ou la statistique

Cp [Mallows, 1973]. Ces formules permettent de choisir� �a partir de A et permettent

donc de se passer de l'ensemble de validation. Une autre approche est d'utiliser un

r�e-�echantillonnage des donn�ees tel que la validation crois�ee ou le bootstrap. Dans la

suite de ce manuscrit nous nous concentrerons sur la validation crois�ee.

2.5.2 La validation crois�ee

La validation crois�ee K fold

Figure 2.3 { Principe de la validation crois�ee.

La validation crois�ee vise �a fractionner l'ensemble d'apprentissage en sous-ensembles

ind�ependants, puis �a construire le mod�ele sur tous les sous-ensembles sauf un et �a

l'�evaluer sur le sous-ensemble restant, et ceci en changeant plusieurs fois les rôles comme

d�ecrit dans le graphe 2.3. NotonsfA 1; :::;A K g une partition en K sous-ensembles de

A telle que A =
KS

l=1
A l ,

KT

l=1
A l = ; et notons �egalementA � i = A n fA l : i 2 A lg la

partition priv�ee du sous-ensemble contenant l'individui . Nous d�e�nissons alors l'erreur

de la validation crois�eeK -fold pour la r�egression ridge comme
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errV C(� ) =
1

nA

nAX

i =1

�
yi � zT

i ûA � i

R (� )
� 2

; (2.14)

aveczi 2 Rp un vecteur colonne repr�esentant la i-�eme ligne deZ et ûA � i

R l'estimateur

ridge construit avecA � i . Nous choisirons ensuite

�̂ V C
opt = arg min

�
errV C(� ):

Chaque individu est utilis�e K � 1 fois dans la construction d'estimateur et une

fois dans l'�evaluation du mod�ele. Tr�es souvent nous prendronsK entre 5 et 15. La

validation crois�ee est une m�ethode robuste donnant des r�esultats satisfaisants mais qui

peut se r�ev�eler parfois coûteuse en temps de calcul.

Notons en�n que la validation crois�ee estime l'erreur attendue de pr�ediction 1.14 plu-

tôt que l'erreur de pr�ediction 1.13 : la validation crois�ee "construit" plusieurs ensembles

de test et d'apprentissage et mimique donc une esp�erance sur l'ensemble d'apprentis-

sage (voir le chapitre 7 de [Trevor Hastie et al., 2009]).

Un cas particulier : la Leave-One-Out

Un cas particulier de la validation crois�ee est le casK = n dans lequel nous ef-

fectuons une pr�ediction sur un individu �a partir de tous les autres. Ce cas particulier

est appel�e validation crois�ee Laiss�ee pour compte (que nous allons angliciser en Leave-

One-Out et abr�eger en LOO). L'erreur de LOO avec standardisation unique pour tout

les individus est d�e�nie comme

errLOO (� ) =
1

nA

nAX

i =1

�
yi � zT

i û� i
R (� )

� 2
(2.15)

avecû� i
R = Z � i

�
(Z � i )T Z � i + � I p

� � 1
(Z � i )T y � i l'estimateur de la r�egression ridge construit

en excluant la lignei du vecteur de r�eponse et de la matrice des donn�ees. En utilisant

la formule de Sherman-Morrison-Woodbury, Meijer and Goeman [2013] montre que

û� i
R = ûR �

(ZT Z + � I p)� 1zi (yi � zT
i ûR)

1 � [h� ]ii
(2.16)
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avec [h� ]ii le i-�eme coe�cient diagonal de H � . Des �el�ements de la preuve de cette

formule sont disponibles en annexe A.4. En injectant 2.16 dans 2.15, nous obtenons

errLOO (� ) =
1

nA

nAX

i =1

 
yi � zT

i ûR(� )
1 � [h� ]ii

! 2

(2.17)

=
1

nA
yT (I n � H � )(diag(I n � H � )) � 2(I n � H � )y: (2.18)

La formule 2.18 est plus rapide �a calculer qu'une validation crois�ee �aK = nA plis

(que l'on appellera validation crois�ee �aK = nA fold) car elle ne n�ecessite que le calcul

deH � . Notons toutefois qu'il existe une di��erence subtile au niveau de la normalisation

entre l'erreur propos�ee par Meijer 2.15 et une validation crois�ee avecK = nA folds.

Dans la version de MeijerZ � i correspond �a la matriceZ priv�ee de la ligne i et n'est

jamais renormalis�ee. A l'inverse dans une validation crois�ee avecK = nA folds, Z � i

sera renormalis�ee a chaque fois. Cette di��erence peut parâ�tre anecdotique mais elle

peut avoir une grande importance en grande dimension, comme nous allons le voir.

La LOO est l'approche la plus gourmande en calcul pour l'estimation de l'erreur

attendue de pr�ediction parmi la famille des K-fold. Il est donc particuli�erement perti-

nent d'utiliser la LOO quand nous ne disposons que de peu de donn�ees. Nous pourrons

�egalement souhaiter utiliser la LOO dans le cadre de la grande dimension (i.e. quand

n << p ) o�u nous souhaiterons utiliser la "meilleure" approximation de l'erreur atten-

due de pr�ediction pour "compenser" l'apprentissage di�cile. Malheureusement dans ce

cadre les temps de calcul de la LOO risquent d'être tr�es longs (par exemple en g�en�e-

tique nous aurons facilementn > 10 000). Nous allons donc pr�esenter une approche

r�eduisant les temps de calculs pour permettre d'approcher la LOO dans ce contexte de

grande dimension.

Une approximation de la Leave-One-Out : la Generalized Cross-Validation

L'erreur de Generalized Cross-Validation (GCV) est une approximation de l'erreur

LOO 2.15 propos�ee dans [Golub et al., 1978]. L'id�ee est de projeter le mod�ele dans

un espace complexe pour obtenir une matriceH � �a coe�cients diagonaux constants.

En combinaison avec la d�ecomposition en valeurs singuli�eres et l'expression 2.17, nous

arrivons �a une expression tr�es simple :
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errGCV (� ) =
1

nA

nAP

k=1

�
�

dk + �

� 2
b2

k

�
1

nA

nAP

k=1

�
dk + �

� 2 (2.19)

=
1

nA

ky � ZûR(� )k2
2�

1
nA

tr (I nA � H � )
� 2 (2.20)

avecb = U T y. Il est possible de donner �a l'erreur de GCV une forme telle que 2.18

en utilisant l'�ecriture H � = U D � U T ,

errGCV (� ) =
1

nA
yT (I nA � H � )( tr (I nA � H � )I nA )� 2(I nA � H � )y (2.21)

=
1

nA
bT (I nA � D � )( tr (I nA � D � )I nA )� 2(I nA � D � )b: (2.22)

Dans la forme 2.22, toutes les matrices d�ependantes de� sont diagonales et donc

tr�es faciles �a manipuler. Pour peu que nous disposions de l'ACP de la matriceZZ T , la

GCV se calcule donc imm�ediatement.

2.6 Les mod�eles mixtes

Les mod�eles �a e�ets al�eatoires sont une approche math�ematique tr�es proche de la

r�egression ridge. Dans cette section nous allons pr�esenter ces mod�eles et leur lien avec

la r�egression ridge.

Les mod�eles �a e�ets al�eatoires proposent une approche di��erente de la mod�elisation

lin�eaire : contrairement �a la r�egression "classique" (o�u les coe�cients sont pens�es comme

�xes) les e�ets sont ici consid�er�es comme des variables al�eatoires. Bien que nous ayons

(beaucoup) utilis�e les mod�eles �a e�ets al�eatoires dans cette th�ese, nous avons centr�e

notre travail autour de la r�egression ridge. Nous ne nous attarderons donc pas sur la

th�eorie des mod�eles �a e�ets al�eatoires et nous nous contenterons d'�enoncer les grandes

lignes. L'�ecriture de cette section se base sur les travaux de Dandine-Roulland [2014]

et Perdry [2017] qui ont fait un incroyable travail d'explication de ces mod�eles.
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Mod�eles �a e�ets al�eatoires et mod�eles mixtes

Consid�erons un mod�ele lin�eaire de la forme

y = X � + Zu + e (2.23)

= f + g + e (2.24)

avec� 2 Rr , u 2 Rp et e 2 Rn . Dans ce mod�ele le termee � N (0n ; � 2I n ) joue le rôle

d'un vecteur de bruit. Nous remarquons que nos donn�ees sont scind�ees en deux matrices

X et Z. Le vecteur � sera consid�er�e comme un terme �xe contenant des param�etres �a

estimer. Nous appellerons ces param�etrese�ets �xes . Le vecteur u sera lui consid�er�e

comme un vecteur al�eatoireu � N (0p; � I p). Le param�etre que nous chercherons �a

estimer est� et non le vecteur d'e�etsu. Une approche rigoureusement �equivalente est

de �xer l'al�eatoire sur le terme g�en�etique g directement g � N (0n ; � ZZ T ).

Dans les deux cas la r�eponse suit donc une loi normale multivari�ee,

y � N (X �; � ZZ T + � 2I n ): (2.25)

Pour estimer les composantes de variances� et � 2, nous utiliserons la maximisa-

tion de la vraisemblance. En posant� = � ZZ T + � 2I n nous pouvons �ecrire la log-

vraisemblance de 2.23

l(�; �; � 2) = �
1
2

logj� j �
1
2

(y � X � )T � � 1(y � X � ) + cst: (2.26)

La matrice ZZ T est parfois appel�ee la matrice d'apparentement et mesure la res-

semblance entre les individus. En d�erivant 2.26 selon� , nous obtenons facilement

�̂ = ( X T � � 1X )� 1X T � � 1y: (2.27)

En remarquant que

y � X �̂ = � Py

avecP = � � 1 � � � 1X (X T � � 1X )T X T � � 1, nous pouvons �ecrire la log-vraisemblance
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pro�l�ee du mod�ele

l(�̂; �; � 2) = �
1
2

logj� j �
1
2

yT Py + cst: (2.28)

Un mod�ele restreint

Nous remarquons que dans la formule 2.26 nous avons besoin de connâ�tre� pour

estimer les composantes de variance, mais la formule 2.27 montre �egalement que�̂

est une fonction des composantes de variance. Pour passer outre ce probl�eme, une

solution est d'utiliser une vraisemblance restreinte. SoitC 2 M n� r;n une matrice dite

de contraste qui v�eri�e CX = 0n;r et CC T = I n� r . En multipliant 2.23 �a droite par C

nous obtenons


 = Cy = CX � + CZ u + Ce (2.29)

! 
 = CZ u + Ce � N (0n� r ; 
 ) (2.30)

avec
 = � CZZ T CT + � 2I n� r = C� CT . Dans ce nouveau mod�ele il n'y a pas d'e�ets

�xes et les estimations des composantes de variances par maximum de vraisemblance

ne seront pas biais�ees. La log-vraisemblance de ce mod�ele est

l restreinte (�; � 2) = �
1
2

logj
 j �
1
2


 T 
 
 (2.31)

En utilisant les deux r�esultats suivants (que nous admettrons, voir les annexes

de Dandine-Roulland [2014] pour une d�emonstration) des propri�et�es des matrices de

contraste

CT 
 � 1C = � � 1 � � � 1X 
 � 1X T � � 1

logj
 j = logjV j + log
�
�
�X T � � 1X

�
�
� + cst

nous obtenons

l restreinte (�; � 2) = �
1
2

logj� j �
1
2

log
�
�
�X T � � 1X

�
�
� �

1
2

yT Py + constante. (2.32)
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2. La r�egression ridge

Estimations des composantes de la variance et des e�ets g�en�e-

tiques

Il n'existe pas de formule directe des estimateurs du maximum de vraisemblance

pour 2.32. L'estimation de� et � 2 se fait donc par des m�ethodes it�eratives : chaque

it�eration donne une estimation de nos composantes de variance et l'algorithme s'arrête

quand les r�esultats se stabilisent. L'algorithme Esp�erance-Maximisation (EM) est une

solution classiquement utilis�ee qui converge toujours mais cette convergence peut être

tr�es lente. Une m�ethode souvent utilis�ee en pratique est l'algorithmeAverage Informa-

tion REscrited Maximum Likelihood(AI-REML). En notant � = ( �; � 2), le vecteur des

composantes estim�ees �a l'it�eration r est

� r +1 = � r +
1
2

�
H � 1(� ) + I (� )

�
r (� )

avecr (� ) le vecteur de gradient de la log-vraisemblance,H � 1(� ) l'inverse de la matrice

Hessienne etI (� ) la matrice d'information de Fisher.

Calcul de l'estimateur des e�ets g�en�etiques

Il est possible de d�eduire un estimateur du vecteur d'e�ets g�en�etiques. Rappelons

que nous supposonsu � N (0p; � I p) et y � N (X �; � ZZ T + � 2I n ) et remarquons que

2

6
4
y

u

3

7
5 =

2

6
4
X �

0p

3

7
5 +

2

6
4

Z I n

I p 0p;n

3

7
5 ;

nous pouvons alors �ecrire

2

6
4
y

u

3

7
5 � N

0

B
@

2

6
4
X �

0p

3

7
5 ;

2

6
4
� ZZ T + � 2I n � Z

� ZT � I p

3

7
5

1

C
A :

La distribution de u conditionnellement �a y suit alors une loi normale de param�etre

ujy � N
�
0p + � ZT (� ZZ T + � 2I n )� 1(y � X � ); � I p � � ZT (� ZZ T + � 2I n )� 1� Z

�
:

Le Best Linear Unbiased Predictor(abr�eg�e en BLUP) est alors d�e�ni comme

ûBLUP = E[ujy] = � ZT � � 1(y � X � ): (2.33)
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2. La r�egression ridge

Notons que dans2:33, nous avons utilis�e les vraies composantes de variance. Pour

estimer ce BLUP nous devrons remplacer les composantes de la variances et le vecteur

d'e�ets �xes par leurs estimations : nous parlerons alors d'empirical BLUP (eBLUP)

ûeBLUP = �̂ ZT �̂ (y � X �̂ ) (2.34)

= �̂ ZT P̂y : (2.35)

BLUP et matrice d'apparentement

Jusqu'�a pr�esent nous nous sommes surtout int�eress�es �a placer l'al�ea suru et nous

avons juste mentionn�e la possibilit�e de �xer l'al�ea sur g en disant que les approches

�etaient �equivalentes. Un des int�erêts du mod�ele al�eatoire est que les calculs de vrai-

semblance ne sont pas fonction de la matrice de g�enotype mais de la matrice d'appa-

rentement ZZ T . En �xant l'al�ea sur g il est possible d'utiliser n'importe quelle matrice

d'apparentement A : nous aurons alorsg � N (0n ; � 2
A A ) et la matrice de covariance

de y devient alors� = � 2
A A + � 2I n .

Bien sûr sous cette approche il n'est pas possible d'estimer un vecteur d'e�ets

g�en�etiques û. Nous pourrons quand même estimer le vecteur de composante g�en�etique

par

ĝ = � 2
A APy : (2.36)

2.6.1 Lien entre mod�ele �a e�ets al�eatoires et r�egression ridge

La r�egression ridge et les mod�eles �a e�ets al�eatoires sont deux concepts math�ema-

tiques tr�es li�es. Pour le voir, int�eressons nous �a la maximisation de la distribution �a

posteriori dans le mod�ele

y = Zu + e (2.37)

avecu � N (0p; � I p), e � N (0n ; � 2I n ) et en supposant la matrice de g�enotypes comme

�x�ee. Notre objectif est de maximiser leMaximum A Posteriori

p(ujy) =
p(yju)p(u)

p(y)

! log p(ujy) = log p(yju) + log p(u) � log p(y):
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2. La r�egression ridge

avec p(ujy) la loi de u conditionn�e par y. En utilisant le fait que u � N (0p; � I p),

y � N (0n ; � ZZ T + � 2I n ), yju � N (Zu; � 2I n ) et en rappelant que la log-vraisemblance

d'une distribution normale multivari�ee de param�etres � et � vaut

log p(xj�; � ) = �
n
2

log 2� �
1
2

logj� j � (x � � )T � � 1(x � � );

nous pouvons alors �ecrire

log p(ujy) = �
n
2

log 2� �
1
2

log
�
�
�� 2I n

�
�
� �

1
2

(y � Zu)T (� 2I n )� 1(y � Zu)

�
p
2

log 2� �
1
2

logj� I pj �
1
2

(u � 0p)T (� I p)� 1(u � 0p)

+
n
2

log 2� +
1
2

log
�
�
�� ZZ T + � 2I n

�
�
� �

1
2

(y � 0n )T (� ZZ T + � 2I n )� 1(y � 0n ):

En isolant les termes d�ependants deu nous obtenons

log p(ujy) = �
1

2� 2

 

ky � Zuk2
2 +

� 2

�
kuk2

2

!

+ K ? u

avec K ? u un terme ind�ependant de u. Au vu de l'�equation pr�ec�edente, nous avons

l'�equivalence

arg max
u

p(ujy) = arg min
u

ky � Zuk2
2 + � kuk2

2 avec� =
� 2

�
: (2.38)

Il y a donc �equivalence entre chercher les composantes de variance optimales et le

param�etre de p�enalisation optimal d'une r�egression ridge. Le param�etre de p�enalisation

est d�e�ni comme le ratio des composantes de variance. Pour bien comprendre cette

�equivalence, nous allons �etudier le choix des composantes de variance et du param�etre

de p�enalisation dans les deux cas extrêmes.

Prenons le cas extrême du mod�ele int�egralement bruit�e i.eu = 0p. D'apr�es la formule

2:10 nous aurons donc8� biais2 = 0 i.e le biais est constant. D'apr�es le dilemme biais-

variance, nous allons choisir� qui minimise la variance et au vu de 2.9 il s'agit de

� = + 1 . Du point de vue du mod�ele mixte,u = 0p ! � = 0. En utilisant le lien 2.38,

nous retrouvons bien� = + 1 .

A l'inverse, prenons le cas du mod�ele sans bruit. Icie = 0 ! � 2 = 0. D'apr�es 2.9,

nous aurons donc la variance constante et nulle pour tout� . Le dilemme biais variance

choisira donc le� qui minimise le biais i.e� = 0. Dans le mod�ele �a e�ets al�eatoires

nous sommes dans le cas o�u� 2 = 0. Toujours en utilisant 2.38 nous retrouvons� = 0.
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2. La r�egression ridge

Au vu de cette �equivalence on se doute que les concepts de BLUP et d'estimateur

ridge vont être tr�es proches, ce qui se montre tr�es facilement :

ûR =
�
ZT Z + � I p

�
ZT y = ZT

�
ZZ T + � I n

� � 1
y

= ZT

 

ZZ T +
� 2

�
I n

! � 1

y = � ZT
�
� ZZ T + � 2I n

� � 1
y

= ûBLUP :

2.7 Int�egration de variables non-p�enalis�ees dans la

r�egression ridge

Jusqu'�a pr�esent nous avons suppos�e que l'on souhaitait p�enaliser toutes les variables

de notre mod�ele mais ce ne sera pas toujours le cas. Par exemple nous souhaitons

quasiment syst�ematiquement ne pas p�enaliser l'intercept de notre mod�ele.

Introduisons dans le mod�eleX 2 M n;r (R) la matrice des variables non p�enalis�ees

et � 2 Rr le vecteur d'e�ets de ces variables. Le mod�ele devient alors

y = X � + Zu + e (2.39)

et le crit�ere ridge associ�e pour une estimation jointe de� et u sera

arg min
� 2 Rr ; u2 Rp

ky � X � � Zuk2
2 + � kuk2

2 : (2.40)

En d�erivant 2.40 selon� et u et en cherchant l'annulation des d�eriv�ees, nous obte-

nons

�̂ = ( X T X )� 1X T (y � Zu)

ûR =
�
ZT Z + � I p

� � 1
ZT (y � X � ):

Ces formules ne sont pas utilisables car en pratique nous ne connaissons pas� et

u. Si nous sommes int�eress�es par l'estimation deu uniquement, nous utiliserons des

matrices de projection.
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2. La r�egression ridge

Avec le projecteur orthogonal

Le choix de matrice de projection le plus classique est

PX = I n � X (X T X )� 1X T : (2.41)

avecPX qui v�eri�e en particulier PX X = 0n , PT
X = PX et PX PX = PX .

Alors en multipliant 2.39 �a gauche par 2.41, nous obtenons le mod�ele sans covariables

non p�enalis�ees

PX y = PX X � + PX Zu + PX e = PX Zu + PX e (2.42)

En particulier dans ce nouveau mod�ele nous avons

PX y � N (PX Zu; � 2PX ): (2.43)

Pour obtenir un estimateur deu on �ecrit le crit�ere ridge du mod�ele (2.42)

arg min
u2 Rp

kPX y � PX Zuk2
2 + � kuk2

2 (2.44)

= arg min
u2 Rp

(y � Zu)T PX (y � Zu) + �u T u (2.45)

et en d�erivant ce crit�ere selon u puis en cherchant �a annuler la d�eriv�ee nous obtenons

ûR =
�
ZT PX Z + � I p

� � 1
ZT PX y (2.46)

= ZT PX (PX ZZ T PX + � I n )PX y: (2.47)

Avec une matrice de contraste

Il est �egalement possible de travailler dans un espace r�eduit comme dans les mod�eles

mixtes. NotonsC une matrice de contraste v�eri�ant CX = 0n;r et CC T = I n� r , alors

comme pour l'approche pr�ec�edente en multipliant 2.39 �a droite parC nous obtenons

un mod�ele sans variables non-p�enalis�ees
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2. La r�egression ridge

Cy = CX � + CZ u + Ce = CZ u + Ce: (2.48)

Une di��erence par rapport �a l'approche pr�ec�edente est que

Cy � N (CZ u; � 2I n� r ) (2.49)

i.e la matrice de covariance du ph�enotype contrast�e est une matrice diagonale �a coef-

�cients constants. Nous �ecrivons le crit�ere ridge du mod�ele (2.48)

arg min
u2 Rp

kCy � CZ uk2
2 + � kuk2

2 (2.50)

= arg min
u2 Rp

(y � Zu)T CT C(y � Zu) + �u T u (2.51)

et nous obtenons apr�es d�erivation

ûR =
�
ZT CT CZ + � I p

� � 1
ZT CT Cy (2.52)

= ZT CT (CZZ T CT + � I n� r )Cy : (2.53)

Choix d'une matrice de contraste

La question qui se pose est comment trouverC ? Une approche est d'utiliser la

d�ecomposition QR. La d�ecomposition QR deA 2 M n;r (R) s'�ecrit A = QR avecQ 2

O(n) et R T 2 M r;n (R) = [ R T
1 ; 0r;n � r ] o�u R 1 2 M r;r (R) est une matrice triangulaire

sup�erieure. En posant Q = [ Q1; Q2] avec Q1 2 M n;r (R); Q2 2 M n;n � r (R) et en

remarquant que

QT Q =

0

B
@

QT
1

QT
2

1

C
A

�

Q1 Q2

�

=

0

B
@

QT
1 Q1 QT

1 Q2

QT
2 Q1 QT

2 Q2

1

C
A =

0

B
@

I r Or;n � r

On� r;r I n� r

1

C
A ;

alors nous montrons que l'on a
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2. La r�egression ridge

QT
2 A = QT

2

�

Q1 Q2

�

R =
�

0n� r;r I n� r

�
0

B
@

R 1

0n� r;n

1

C
A = 0n� r;r :

Comme QT
2 A = 0n� r;r et QT

2 Q2 = I n� r , alors c'est une matrice de contraste.

La d�ecomposition QR d'une matrice �etant relativement peu coûteuse �a calculer, cette

m�ethode est bien pratique.

Estimation disjointe

Dans la pratique plutôt que d'utiliser les approches d�ecrites au dessus, il sera par-

fois tentant d'e�ectuer une estimation disjointe pour les variables p�enalis�ees et non-

p�enalis�ees (particuli�erement dans les cas o�u nous nous attendons �a ce que les variables

p�enalis�ees soient ind�ependantes des non-p�enalis�ees). Un exemple d'un tel cas pourrait

être un mod�ele avec un intercept tr�es �elev�e. Nous commen�cons par estimer les e�ets

�xes avec y comme r�eponse

�̂ = ( X T X )� 1X T y:

Ensuite, nous calculons l'estimateur ridge avec comme r�eponse la r�eponsey moins

l'estimation du terme des e�ets non-p�enalis�es

ûR =
�
ZT Z + � I p

� � 1
ZT (y � X �̂ ):

2.8 Extension du lien entre r�egression ridge et mo-

d�ele �a e�ets al�eatoires en pr�esence d'e�ets �xes

Il est possible de g�en�eraliser le lien �etabli dans la section 2.6.1 au cas avec e�ets

�xes. Prenons le mod�ele d�e�ni en (2.39)

y = X � + Zu + e

avecu � N (0p; � I p) et e � N (0n ; � 2I n ). En remarquant queyju � N (X � + Zu; � 2I n ),

en supposant encore une foisZ �x�ee et en utilisant les mêmes calculs que plus haut
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2. La r�egression ridge

nous pouvons montrer l'�equivalence

arg max
u

p(ujy) = arg min
u

ky � X � � Zuk2
2 + � kuk2

2 avec� =
� 2

�
: (2.54)

Notons �egalement que le lien se prolonge �egalement au cas des mod�eles contrast�es.

Prenons la version contrast�ee de (2.39)

Cy = CZ u + Ce: (2.55)

avecC une matrice de contraste deX . En remarquant queCe � N (0n� r ; � 2I n� r ) et

que Cy � N (CZ u; � 2I n� r ), nous avons alors l'�equivalence

arg max
u

p(ujCy ) = arg min
u

kCy � CZ uk2
2 + � kuk2

2 avec� =
� 2

�
: (2.56)

Notons en particulier que dans le mod�ele initial (2.39) ou dans le mod�ele contrast�e

le param�etre de p�enalisation optimal est le même, ce qui remontre l'int�erêt de travailler

dans un mod�ele contrast�e.
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Chapitre 3

Validation crois�ee g�en�eralis�ee en

grande dimension

Utiliser la GCV en grande dimension n'a pas �et�e imm�ediat. En e�et cette derni�ere

avait tendance �a tr�es fortement sous-estimer le param�etre de p�enalisation optimal car il

�etait syst�ematiquement nul. Dans cette section nous d�ecrirons les probl�emes que nous

avons rencontr�es et expliquerons comment nous avons r�eussi �a les r�esoudre.

Nous travaillerons avec le mod�ele lin�eaire classique.

y = Zu + e (3.1)

Avec y 2 Rn , Z 2 M n;p(R), u 2 Rp et e � N (0n ; � 2I n ). Nous supposerons que toutes

les variables de la matrice de donn�ees sont p�enalis�ees. Ainsi l'erreur de GCV pour

choisir le param�etre de p�enalisation� de la r�egression ridge s'�ecrit

errGCV (� ) =
1
n

yT (I n � H � )( tr (I n � H � )I n )� 2(I n � H � )y

=
1
n

bT (I n � D � )( tr (I n � D � )I n )� 2(I n � D � )b:

avec

D � = DD T
�
DD T + � I n

� � 1
et (3.2)

b = U T y: (3.3)
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

Nous supposerons �egalement que le centrage et la r�eduction deZ seront r�ealis�es de

mani�ere empirique. SoitG 2 M n;p(N) la matrice de donn�ees brutes. Nous calculerons

pour chaque variantj la moyenne empirique

�̂ j =
1
n

1T
n G j =

1
n

nX

i =1

Gi;j

et l'�ecart-type empirique

�̂ j =
1

n � 1
(G j � �̂ j 1n )T (G j � �̂ j 1n ) =

1
n � 1

nX

i =1

(Gi;j � �̂ j )2:

Alors la matrice de donn�ees standardis�eesZ est d�e�nie comme

Z = [ z1; :::; zp] aveczj = ( G j � �̂ j 1n )=�̂ j :

3.1 Illustration des probl�emes de la GCV en grande

dimension et sous centrage empirique

Nous allons illustrer les probl�emes de la GCV en grande dimension et avec un mau-

vais choix de centrage en utilisant des simulations qui seront r�esum�ees dans le graphe

3.1. Nous avons simul�en = 100 individus selon un mod�ele lin�eaire pour un sc�enario

"petite dimension" avecp = 20 (panneaux du haut) et un sc�enario "grande dimension"

avecp = 2000 (panneaux du bas). Nous comparerons le centrage empirique de la ma-

trice des g�enotypes (panneaux de gauche) et un centrage avec des valeurs externes qui

seront ici les valeurs que nous avons utilis�ees pour la simulation des g�enotypes (pan-

neaux de droite). Dans tous ces sc�enarios les ph�enotypes seront centr�es empiriquement.

Notre objectif est de chercher le param�etre de p�enalisation optimal pour la r�egression

ridge. Pour cela nous avons calcul�e la GCV et �egalement estim�e la pr�ecision du mod�ele

par 1
p(u � ûR)T (u � ûR) avec u le vecteur d'e�et simul�e et ûR l'estimateur de la r�e-

gression ridge. Dans chacun des panneaux du graphe 3.1 nous avons a�ch�e l'erreur de

GCV et la pr�ecision de l'estimateur en fonction des degr�es de libert�e e�ectifs d�e�nis en

(1.15). Toutes les courbes de GCV ont �et�e multipli�ees par une constante pour être �a la

même �echelle que la pr�ecision mais ce n'est pas un probl�eme car nous nous int�eressons

uniquement aux minimums des courbes et non pas �a leurs valeurs.

Nous constatons que dans le casn > p la GCV et la pr�ecision choisissent la même

complexit�e optimale qu'importe le centrage. Cela montre qu'en petite dimension utiliser
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

Figure 3.1 { Une illustration du biais de la GCV en grande dimension et avec le centrage
empirique. Chaque panel qui correspond �a un sc�enario de dimension et de centrage repr�esente
la pr�ecision de l'estimateur (courbe pleine) et l'erreur de la GCV (courbe en pointill�es) selon
les degr�es de libert�e e�ectifs comme mesure de la complexit�e. Les deux �etudes sont de taille
n = 100 avec p = f 20; 2000g. Le centrage ind�ependant a �et�e r�ealis�e avec des valeurs issues
des simulations.
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

un centrage empirique n'a pas un e�et net sur la qualit�e de la GCV.

En revanche dans le casn < p le choix de standardisation se r�ev�ele avoir une grande

importance. Dans le panel avec standardisation par donn�ees externes, la GCV et la

pr�ecision choisissent une complexit�e optimale assez proche. Avec une standardisation

empirique la GCV a un comportement �etrange et choisit comme complexit�e optimale

le cas o�u � = 0 (autrement dit le mod�ele le plus complexe), et a un comportement

di��erent de la pr�ecision.

Ce comportement est in�evitable. Dans la section suivante, nous allons montrer que

cela est dû �a la conjonction de plusieurs facteurs : le contexte de la grande dimension,

de standardisation empirique de la matrice des g�enotypes et en�n l'estimation disjointe

de l'intercept par la moyenne empirique et des e�ets g�en�etiques.

3.2 D�emonstrations des probl�emes

Commen�cons par remarquer que le spectre de la matriceK = ZZ T est di��erent

selon que l'on soit en petite ou en grande dimension. Nous rappelons l'expression de la

SVD de Z = UDV T ! K = UDD T U T , nous avons alors

| En petite dimension, DD T =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

d2
1

0p;n� p
. . .

d2
p

0n� p;p 0n� p

1

C
C
C
C
C
C
C
A

et sp(K ) = f d2
1; :::; d2

p; 0g.

| En grande dimension, DD T =

0

B
B
B
B
@

d2
1

. . .

d2
n

1

C
C
C
C
A

et sp(K ) = f d2
1; :::; d2

ng.

Remarquons d�esormais l'in
uence d'un centrage empirique des g�enotypes :

8j 2 J1; pK;
nX

i =1

zi;j = 0 ! zi = �
X

j 6= i

zj :

aveczi 2 Rp un vecteur colonne repr�esentant la i-�eme ligne deZ.

Avec ce choix de centrage chaque ligne deZ est une combinaison lin�eaire de toutes

les autres. Une mani�ere de le voir est que l'un de nos individus n'est plus informatif,

puis qu'il est parfaitement d�ecrit par tous les autres. Cela a une in
uence sur l'ACP
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

de K . Rappelons que l'ACP translate notre jeu de donn�ees pour cr�eer des variables les

plus informatives possibles. Comme le centrage empirique "sacri�e" un individu, une

cons�equence est que l'une des valeurs propres deK est automatiquement mise �a 0 : le

centrage empirique fait "perdre une dimension" �a l'ACP.

Cette perte de dimension a une in
uence di��erente entre la petite et la grande

dimension : en petite dimension, l'ACP a d�ej�a au maximump directions explicatives

et donc n � p directions non explicatives avec une valeur propre associ�e nulle. En

cons�equence la perte d'une dimension par le centrage n'est pas la cause de l'introduction

de la valeur propre nulle dans le spectre deK .

Au contraire en grande dimension lesn directions de l'ACP sont cens�ees être ex-

plicatives : le fait que l'on forced2
n = 0 va signi�cativement changer le spectre de

K .

Nous allons maintenant d�emontrer de deux mani�eres que la GCV choisit� = 0 dans

le contexte de grande dimension et de centrage empirique. La premi�ere d�emonstration

est sp�eci�que �a la GCV et la deuxi�eme est plus g�en�erale pour la Leave-One-Out avec

standardisation unique pour tout les individus d�e�nie en (2.18).

D�emonstration 1

Commen�cons par montrer qu'en cas de centrage empirique deZ la valeur propre

nulle est associ�ee aux vecteurs propres �a coe�cients identiques : soitw = � 1n avec

� 2 R. PuisqueZ est centr�e empirique, nous avonsZT w = 0p et doncZZ T w = 0n = 0w

i.e. tout vecteur �a coe�cients constants est un vecteur propre deK associ�e �a 0. En

prenant � = 1p
n ou � = � 1p

n , alors w est un vecteur propre et unitaire.

Nous remarquons que en grande dimension et avec un centrage empirique nous

avons

I n � D �
d2

n =0
���!
� ! 0

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0
.. .

0

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

avecD � d�e�nie comme en (3.2) et donc

� 1
n

tr (I n � D � )I n

� � 2
d2

n =0
���!
� ! 0

n2I n :

En utilisant ces deux r�esultats, nous avons donc

errGCV (� )
d2

n =0
���!
� ! 0

1
n

� n2bT

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0
.. .

0

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

b = nb2
n :

Nous rappelons queb = U T y i.e. la n-i�eme colonne deU correspond au vecteur

propre associ�e �a la valeur propre nulle. CommeK admet une valeur propre nulle et

que nous venons de voir qu'en cas de standardisation empirique la valeur propre nulle

a l'un de ces vecteurs propres associ�es qui est �a coe�cients constants, alors la derni�ere

colonne deU est �a coe�cients constants. Nous avons donc

b2
n =

1
n

(1n
T y)2

et donc

errGCV (� )
d2

n =0
���!
� ! 0

(1n
T y)2:

Si nous d�ecidons de travailler sur un ph�enotype centr�e empiriquement, alors1n
T y =

0 et donc

errGCV (� )
d2

n =0
���!
� ! 0

0:

Travailler sur un ph�enotype centr�e empiriquement revient �a travailler dans un mod�ele

avec un terme d'intercept puis �a estimer de fa�con disjointe l'intercept et les e�ets

al�eatoires. C'est une pratique tr�es courante en petite dimension sans que cela ne pose

de probl�eme. Nous avons donc montr�e que la GCV n'est pas fonctionnelle dans ce

contexte de grande dimension avec centrage empirique des donn�ees.
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

D�emonstration 2

Dans cette d�emonstration nous allons remarquer qu'un centrage empirique deZ (et

y) implique que chaque ligne deZ (et y) devient une combinaison lin�eaire des autres

lignes. Une cons�equence pour la LOO est que l'individu de validation devient une

combinaison lin�eaire de tous les individus de l'ensemble d'apprentissage. Nous brisons

donc l'ind�ependance voulue entre les ensembles d'apprentissage et de validation, ce qui

explique un biais dans le choix du param�etre de p�enalisation.

On rappelle qu'avec un centrage empirique des donn�ees nous avons8i 2 J1; nK

yi = �
X

k6= i

yk = � 1T
n� 1y � i ;

zi = �
X

k6= i

zk = � 1T
n� 1Z � i :

Int�eressons nous �a

ŷ � i (i ) = zT
i û� i

R = �
X

k6= i

zT
k û� i

R = � 1T
n Z � i ZT

� i

�
Z � i ZT

� i + � I n� 1

� � 1
y � i

qui est l'estimation pour l'individu i avec l'estimateur ridge construit en excluanti .

Nous remarquons que siZ � i ZT
� i est inversible (normalement elle l'est en grande dimen-

sion car le centrage utilise l'individu i en plus), alors quand� ! 0 on a

ŷ � i (i ) = �
X

j 6= i

yj = yi :

Nous en d�eduisons que

� = 0 )
�
ŷ � i (i ) � yi

� 2
= 0

et donc que

errLOO (� = 0) =
1
n

nX

i =1

�
yi � ŷ � i (i )

� 2
= 0:

Une comparaison avec la petite dimension

A titre de comparaison nous nous proposons de regarder comment se comporte la

GCV en petite dimension.
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Remarquons que

I n � D � ��!
� ! 0

0

B
@

0p 0p;n� p

0n� p;p I n� p

1

C
A

et que donc

errGCV (� ) ��!
� ! 0

� 1
n

� (n � p)
� � 2

bT

0

B
@

0p 0p;n� p

0n� p;p I n� p

1

C
A b =

 
n

n � p

! 2 nX

k= p+1

b2
k :

Cette somme n'a aucune raison d'être nulle, même si le terme correspondant au

vecteur propre constant est nul. Cela explique pourquoi nous ne retrouvons pas les

mêmes biais qu'en grande dimension. Si nous souhaitons nous rassurer sur le fait que la

somme soit non nulle, remarquons qu'en notantb r = [ U p+1 ; :::;U n ]T y = U T
r y 2 Rn� p,

alors on a

b r � N (U T
r Zu; � 2U T

r U r ) ! b r � N (0n� p; � 2I n� p):

Nous pouvons alors voir cette somme comme proportionnelle �a l'estimateur empirique

de la variance deb r , qui est donc non nulle.

3.3 Deux corrections pour la GCV

3.3.1 Une correction avec une matrice de contraste

Le cas g�en�eral

Puisque l'estimation disjointe de l'intercept pose probl�eme, une solution va être

d'utiliser une matrice de contraste pour retirer le terme d'intercept. Nous avons vu

dans 2.6.1 que le param�etre de p�enalisation �etait le même dans un mod�ele avec e�ets

�xes ou dans sa version contrast�ee. Nous allons donc simplement calculer la GCV sur

le mod�ele contrast�e. Prenons le mod�ele g�en�eral avec e�ets �xes (dont l'intercept) : en

notant X 2 M n;r (R) la matrice des covariables non p�enalis�ees et� 2 Rr le vecteur

d'e�et de ces covariables, le mod�ele s'�ecrit

y = X � + Zu + e: (3.4)
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

NotonsC 2 M n� r;n (R) une matrice de contraste pour les e�ets �xes, le mod�ele devient

alors

yC = ZCu + eC (3.5)

avec yC = Cy 2 Rn� r , ZC = CZ 2 M n� r;p (R) et eC = Ce 2 Rn� r . En �ecrivant

ZC = U CD CV T
C la SVD de ZC ,

D C
� = D CD T

C (D CD T
C + � I n� r )� 1 et (3.6)

bC = U CyC ; (3.7)

nous pouvons alors �ecrire l'erreur de GCV dans le mod�ele contrast�e

errGCV
C (� ) =

1
n � r

bT
C (I n� r � D C

� )( tr (I n� r � D C
� )I n� r )� 2(I n� r � D C

� )bC :

Cette formule de GCV contrast�ee n�ecessite le calcul d'une matrice de contraste puis

le calcul de l'ACP. Dans le cas o�u les e�ets �xes se limitent �a l'intercept, ce calcul peut

être grandement simpli��e.

Le cas particulier de l'intercept

Un intercept est par d�e�nition un vecteur constant. Par d�e�nition de la matrice de

contraste, nous chercherons donc une matriceC 2 M n� 1;n (R) v�eri�ant C1n = 0n� 1

et CC T = I n� 1. Puisque nous avons vu que la derni�ere colonne deU �etait constante,

alors en notant U � n = [ U 1; :::;U n� 1] nous avonsU T
� n1n = 0n� 1 et U T

� nU � n = I n� 1

par propri�et�e des matrices orthogonales.

L'utilisation de U T
� n comme matrice de contraste donne �a la GCV une forme tr�es

rapide �a calculer. En e�et, nous avons

ZU T
� n

= U T
� nZ = U T

� nUDV T = D � nV T

avecD � n la matrice D priv�ee de la ligne n. Il en d�ecoule
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ZU T
� n

ZT
U T

� n
= D � nD T

� n 2 Dn� 1(R) (3.8)

! H U T
� n ;� = ZU T

� n
ZT

U T
� n

(ZU T
� n

ZT
U T

� n
+ � I n� 1)� 1 2 Dn� 1(R): (3.9)

Avec ce choix de matrice de contraste, la matrice chapeauH U T
� n ;� associ�ee au mod�ele

est une matrice diagonale. Dans ce mod�ele constrast�e, l'erreur de GCV s'�ecrit alors

errGCV
U T

� n
(� ) =

1
n � 1

bT
U T

� n
(I n� 1 � H U T

� n ;� )( tr (I n� 1 � H U T
� n ;� )I n� 1)� 2(I n� 1 � H U T

� n ;� )bU T
� n

=
1

n � 1

n� 1P

k=1

�
�

dk + �

� 2
b2

k

�
1

n� 1

n� 1P

k=1

�
dk + �

� 2

Nous retrouvons une formule tr�es proche de la GCV standard (2.19) mais sans le terme

associ�e �a la valeur propre nulle dans les sommes.

3.3.2 Une correction brisant les d�ependances avec un deuxi�eme

ensemble de donn�ees

Nous avons montr�e plus haut que l'origine des probl�emes de la GCV vient de la

combinaison du cadre de la grande dimension et du centrage empirique, ce qui entrâ�ne

des d�ependances. Une solution pour supprimer ces d�ependances est de r�ealiser un cen-

trage avec des valeurs ind�ependantes de l'ensemble d'apprentissage. Nous proposons

d'utiliser un ensemble de donn�es ind�ependant (que nous appellerons ensemble de stan-

dardisation) pour apprendre les moyennes et �ecarts-types des variants mais �egalement

l'intercept et les autres covariables du mod�ele. Nous utiliserons ensuite ces estimateurs

sur l'ensemble d'apprentissage, sur lequel nous pourrons utiliser la GCV sans faire

apparâ�tre de d�ependances.

Cette m�ethode pr�esente deux d�efauts. Le premier est qu'elle nous oblige �a faire une

hypoth�eses d'ind�ependance entre les variables non-p�enalis�ees et le terme g�en�etiques des

variants puisque nous r�ealisons une estimation en deux temps. Le deuxi�eme d�efaut est

que cette approche est plus gourmande en donn�ees puisque nous allons devoir a�ecter

un nombre su�sant d'individus �a l'ensemble de standardisation.

Le graphe 3.2 montre un exemple de GCV corrig�ee pour un exemple en grande
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dimension et avec centrage empirique. Nous avons repris les simulations du panel du

bas �a gauche de la �gure 3.1. Nous avons repr�esent�e la pr�ecision, l'erreur de GCV

r�epar�ee avec une matrice de contraste et l'erreur de GCV r�epar�ee avec un centrage non

empirique. Pour la GCV contrast�ee nous avons utilis�eU T
� n comme matrice de contraste.

Pour la correction avec centrage non-empirique nous avons simul�e 1000 individus sur

lesquels nous avons estim�e moyennes et �ecarts-types empiriques. Nous avons ensuite

utilis�e ces moyennes et �ecarts-type pour standardiser l'ensemble d'apprentissage.

Nous voyons que les erreurs de GCV ne semblent pas être monotones d�ecroissantes

ni donc toujours choisir� = 0. Elles ne sont donc plus biais�ees et peuvent donc �a priori

être consid�er�ees pour choisir le param�etre de p�enalisation. Si nous les comparons �a la

pr�ecision, les trois courbes semblent avoir un minimum assez proche.

Nous avons expos�e et d�emontr�e dans ce chapitre les biais que pouvait rencontrer la

GCV dans un cadre de grande dimension et avec un centrage empirique des donn�ees.

Nous avons propos�e deux corrections, une bas�ee sur des matrices de contraste et l'autre

sur un jeu de donn�ees externes pour �eviter l'apparition de d�ependance. Nous �evaluerons

de mani�ere plus exhaustive la capacit�e des GCV corrig�ees �a trouver la complexit�e

optimale du mod�ele avec des simulations dans le chapitre suivant.
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3. Validation crois�ee g�en�eralis�ee en grande dimension

Figure 3.2 { Un exemple de GCV contrast�ee qui corrige le biais de la GCV en grande
dimension et avec centrage empirique. La courbe pleine repr�esente la pr�ecision de l'estimateur,
la courbe en pointill�es repr�esente l'erreur de GCV et la courbe hach�ee repr�esente l'erreur de
GCV contrast�ee. En abscisse on utilise les degr�es de libert�e e�ectifs d�e�nis en (1.15) comme
mesure de la complexit�e. L'�etude est de taille n = 100 avec p = 2000.

51



Chapitre 4

Application de la r�egression ridge �a

l'estimation d'h�eritabilit�e

Dans cette section nous proposerons plusieurs id�ees pour regarder l'estimation d'h�e-

ritabilit�e comme un probl�eme d'apprentissage. Nous commencerons par pr�esenter l'es-

timation d'h�eritabilit�e avec les mod�eles mixtes tel que propos�e par Yang et al., puis

proposerons plusieurs mani�eres de quanti�er l'h�eritabilit�e avec la r�egression ridge. Nous

appliquerons ensuite nos id�ees sur des simulations, et proposerons �egalement une ap-

plication sur 4 ph�enotypes de la base de donn�ees UK-Biobank.

4.1 Notations et d�e�nitions des donn�ees

Dans cette section nous d�e�nirons les quantit�es que nous allons manipuler. Soit

M 2 M n;p(N) la matrice de g�enotypes avec codage additif de nos donn�ees i.e.8i; j 2

J1; nK� J1; pK; M i;j 2 f 0; 1; 2g. Nous supposerons que notre ph�enotypey 2 Rn suit le

mod�ele polyg�enique additif

y = X � + Zu + e (4.1)

= f + g + e: (4.2)

avec

| f = X � un terme d'e�ets confondants non-g�en�etiques avecX 2 M n;r (R) et

� 2 Rr . On trouvera dans ce terme l'intercept mais �egalement des variables

cliniques telles que le sexe ou l'âge.

| g = Zu le terme d'e�ets g�en�etiques avecZ 2 M n;p(R), la version standardis�ee

de la matrice de g�enotypesM , et u 2 Rp le vecteur des e�ets g�en�etiques.
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| e � N (0n ; � 2I n ) un vecteur de bruit appel�e terme d'environnement.

Rappelons que dans le cadre des GWAS nous avonsn << p et que nous sommes

donc dans le cas des statistiques en grande dimension. L'estimation de l'h�eritabilit�e

d'un point de vue apprentissage soul�eve plusieurs questions et probl�emes :

| L'h�eritabilit�e est d�e�nie comme un ratio de variance. Nous pourrions donc être

tent�es d'estimer les termes du mod�ele (4.2) puis de calculer leurs variances em-

piriques et d'en d�eduire une estimation de l'h�eritabilit�e. Toutefois dans notre

contexte de grande dimension la r�egression des moindres carr�es n'est pas appli-

cable pour estimeru et � . Il faudra donc utiliser d'autres m�ethodes lin�eaires.

| Un autre questionnement est sur quel ensemble estimer les variances ? Supposant

que l'estimation soit r�ealisable et que nous disposions dêu et d'un �̂ estim�es

sur un ensemble d'apprentissage. Devons-nous e�ectuer l'estimation de var(ĝ) (la

variance des composantes du vecteurĝ) sur l'ensemble d'apprentissage et donc les

mêmes donn�ees que celles servant �a la construction deû, ou bien sur un ensemble

de test ind�ependant ? La d�e�nition d'h�eritabilit�e est ind�ependante du concept de

surapprentissage mais nous savons que l'absence d'ensemble de test va mener �a

du surapprentissage.

| En�n une derni�ere question se pose sur l'int�egration des e�ets �xes. En e�et l'h�e-

ritabilit�e est d�e�nie comme la part de variance ph�enotypique due �a la g�en�etique,

mais dans la litt�erature la place des e�ets �xes n'est pas forcement toujours bien

d�e�nie.

4.2 L'estimation d'h�eritabilit�e par les mod�eles mixtes

L'�equipe de Visscher propose d'utiliser lesgenomic best linear unbiased predictors

(GBLUP) sur des individus non-apparent�es pour l'estimation d'h�eritabilit�e [Yang et al.,

2010]. Les GBLUP sont des BLUP utilisant une matrice d'apparentement issue de la

matrice des marqueurs g�en�etiques et correspondent au cas que nous avons pr�esent�e

dans 2.6. Ces mod�eles sont largement utilis�es en g�en�etique animale et v�eg�etale mais �a

notre connaissance l'�equipe de Visscher fut la premi�ere �a proposer leur utilisation pour

l'estimation d'h�eritabilit�e en g�en�etique humaine.

Supposons que le ph�enotype suit un mod�ele polyg�enique lin�eaire : en utilisant les
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mêmes notations que plus haut, nous pouvons poser

y = Z � u + e = g� + e (4.3)

avec e � N (0n ; � 2I n ), Z � 2 M n;p � (R) la matrice de g�enotypes standardis�es des va-

riants causaux associ�es au ph�enotype. Une particularit�e est que dans la mod�elisation

on supposeu � N (0p� ; � I p� ) i.e. nous travaillons avec un mod�ele �a e�ets al�eatoires.

Nous appellerons ce mod�ele "mod�ele de Visscher". Nous remarquons en particulier que

ce mod�ele suppose que tous les variants du mod�ele sont causaux. Nous supposerons

�egalement que les termesg et e sont ind�ependants :

g� � N (0n ; � Z � ZT
� );

y � N (0n ; � Z � ZT
� + � 2I n ):

Si nous supposons que les individus sont non apparent�es et que les variants sont

ind�ependants, nous pouvons estimer la variance de chacune des composantes du terme

g�en�etique par

var([g� ]i ) = � 2
g ' p� �:

Nous arrivons �a la forme de la matrice de covariance dey

var(y) = � Z � ZT
� + � 2I n = p� � �

1
p�

Z � ZT
� + � 2I n

= � 2
gG � + � 2I n :

avecG � la matrice de ressemblance g�en�etique entre paires d'individus pour les variants

causaux. Cette forme de matrice de covariance ressemble dans l'�ecriture �a celle des

calculs originaux de Fisher [1919] (même si elle est tr�es di��erente puisque l'al�eatoire

n'est pas sur les g�enotypes mais les e�ets) et permet d'approcher l'h�eritabilit�e par la

proportion de variance ph�enotypique due aux variants causaux

h2
g =

� 2
g

� 2
g + � 2

=
p� �

p� � + � 2
: (4.4)

Cette quantit�e est parfois appel�ee h�eritabilit�e g�enomique et est une approximation de

l'h�eritabilit�e au sens faible (que nous avons d�e�nie dans l'introduction).

En pratique nous ne savons que peu de choses sur l'emplacement et l'e�et des
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variants causaux. Nous ne pouvons donc pas construireG � et n'avons pas acc�es �a�

et � 2. Visscher sugg�ere d'approximer cette matriceG � par une version "empirique"

calcul�ee sur la matrice des marqueurs dont on dispose (appel�eeGenetic Relationship

Matrix et abr�eg�ee en GRM ). Puisque nous supposons les individus non-apparent�es,

nous pouvons voir la GRM comme une matrice capturant les ressemblances cryptiques

entre individus. Cela revient �a poser un mod�ele �a e�ets al�eatoires utilisantZ 2 M n;p(R)

la matrice des variants g�enotyp�es de notre �etude comme matrice de donn�ees :

y = Zu + e = g + e:

Nous estimons� et � 2 avec des vraisemblances restreintes et en�n l'h�eritabilit�e

g�enomique par

ĥ2
G =

p�̂
p�̂ + �̂ 2

:

Une partie du signal ne peut être capt�ee car les variants causaux sont en d�es�equilibre

de liaison incomplet (abr�eg�e LD) avec les marqueurs g�enotyp�es. Yang et al. [2010]

propose une correction pour la matriceG pour prendre en compte ce DL incomplet.

Utiliser un mod�ele �a e�ets al�eatoires sur la matrice des variants g�enotyp�es a plusieurs

avantages :

| Elle permet d'�ecrire la matrice de covariance du ph�enotype sous la même forme

que dans les mod�eles de Fisher et nous pouvons alors en extraire une approxima-

tion de l'h�eritabilit�e.

| Comme elle utilise des individus non-apparent�es, la m�ethode se veut non-biais�ee

car �echappant �a l'environnement familial partag�e.

| L'utilisation des mod�eles mixtes est en accord avec l'hypoth�ese d'une multitude

d'e�ets faibles r�epartis sur tout le g�enome.

4.3 R�egression ridge et h�eritabilit�es

Un des objectifs de cette th�ese �etait d'essayer de faire rencontrer le concept d'h�erita-

bilit�e et l'apprentissage statistique. Dans cette section nous pr�esenterons nos tentatives

pour marier ces concepts, avec la r�egression ridge comme �l commun. Les quantit�es que
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nous pr�esenterons n'auront pas n�ecessairement de lien direct avec l'h�eritabilit�e d�e�nie

par Fisher mais essayeront d'int�egrer le concept de qualit�e d'apprentissage. Les quan-

tit�es pr�esent�ees dans cette section seront �evalu�ees sur des simulations et des donn�ees

r�eelles dans les sections suivantes.

4.3.1 Lien entre h2 et �

Il existe un lien direct entre param�etre de p�enalisation de la r�egression ridge et

h�eritabilit�e si nous acceptons le mod�ele de Visscher comme v�erit�e et supposons que

nous avons acc�es aux variants causaux. Nous rappelons qu'il existe un lien entre la

r�egression ridge et les mod�eles �a e�ets al�eatoires 2.6.1. Grâce �a ce lien nous avons en

particulier � = � 2

� .

Avec un peu d'alg�ebre nous pouvons �ecrire l'approximation de l'h�eritabilit�e d�e�nie

en 4.4 comme une fonction de� [de Vlaming and Groenen, 2015]

h2
G =

p�

p� + �
; � = p�

1 � h2
G

h2
G

: (4.5)

En pratique nous n'avons �evidemment toujours pas acc�es aux variants causaux mais

nous pouvons �ecrire cette approximation avec les marqueurs. Nous commencerons par

estimer le param�etre de p�enalisation optimal�̂ opt �a partir de notre matrice de marqueurs

Z et de y puis nous pourrons en d�eduire une estimation de l'h�eritabilit�e

ĥ2
G =

p

p + �̂ opt

; �̂ opt = p
1 � ĥ2

G

ĥ2
G

: (4.6)

En choisissant� qui minimise un crit�ere de s�election nous aurons un premier lien entre

calcul d'h�eritabilit�e et r�egression ridge.

Ce lien permet �egalement de r�esoudre une des probl�ematiques de la r�egression ridge :

quelles sont les valeurs de param�etre de p�enalisation pertinentes pour chercher� opt ?

Pour les m�ethodes bas�ees sur la cross-validation que nous avons pr�esent�ees dans la

section 2.5.2, nous choisissons une grille de� sur laquelle on calculera une erreur pour

approcher � opt. Comme la seule contrainte impos�ee �a� est d'être positif, le choix de

cette grille n'est pas trivial. Toutefois en utilisant le lien 4.6 nous pouvons facilement

construire une grille de� associ�ee �a une grille d'h�eritabilit�e.

f 0:01; 0:02; :::; 0:99g
| {z }

h2
g

! f p
1 � 0:01

0:01
; p

1 � 0:02
0:02

; :::; p
1 � 0:99

0:99
g

| {z }
�
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Notons que cette approche pour choisir un param�etre de p�enalisation optimal s'ex-

porte hors du cadre de l'h�eritabilit�e, l'h�eritabilit�e pouvant être vue comme la variance

expliqu�ee du mod�ele.

4.3.2 H�eritabilit�e pr�edictive

Dans cette section nous pr�esenterons l'h�eritabilit�e pr�edictive (h2
p) , une quantit�e

g�en�eraliste mesurant la qualit�e de pr�ediction d'une m�ethode d'apprentissage, telle que

la r�egression ridge. Bien qu'elle ne corresponde pas �a l'h�eritabilit�e au sens strict du

terme, les deux quantit�es ne semblent pas compl�etement ind�ependantes.

D�e�nition

Pour d�e�nir h2
p nous supposerons le mod�ele g�en�eraliste suivant :

y = f (Z) + e (4.7)

avec :

| y 2 Rn un vecteur de ph�enotype.

| Z 2 M n;p (R) une matrice de g�enotypes (normalis�ee).

| f une fonction lien.

| e 2 Rn un vecteur de bruit (qu'on supposera gaussien,e � N (0n ; � 2I n )).

L'h�eritabilit�e pr�edictive est d�e�nie de la mani�ere suivante :

h2
p (y; Z; ŷ) = 1 �

L (y; ŷ) � L min

L max � L min
(4.8)

avec :

| f̂ un estimateur et ŷ = f̂ (Z) un vecteur d'estimation associ�e.

| L (y; ŷ) l'esp�erance d'une fonction de coût (risque) entrey et ŷ .

| L max et L min respectivement les "pire" et "meilleure" valeurs possibles deL .

Une question naturelle est la d�e�nition de L max et L min . Nous avons fait le choix

de supposer que pourL max , la r�eponse et les donn�ees sont ind�ependantes. A l'inverse,

on suppose que le mod�ele n'est pas bruit�e pour le calcul deL min .

Nous n'avons pas d�e�ni si les pr�edictions �etaient r�ealis�ees sur un ensemble de test

ind�ependant ou sur l'ensemble d'apprentissage. Il est probable que les pr�edictions sans
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ensemble de test seront trop optimistes mais le concept d'ensemble de test n'est pas

d�e�ni dans l'h�eritabilit�e : nous calculerons h2
p avec et sans ensemble de test sur nos

simulations.

Deux exemples d' h2
p

Pour un ph�enotype quantitatif

Si nous supposons le ph�enotype quantitatif, un choix naturel pourL serait de

prendre le risque quadratique.

L (y; ŷ) = E
h
ky � ŷk2

2

i
= E

� 




 y � f̂ (Z)








2

2

�

:

Sous l'hypoth�ese que, dans un cas id�eal pour l'apprentissage, le mod�ele 4.7 soit non

bruit�e, choisir L min = 0 est compl�etement intuitif.

L (y; ŷ) = E
� 




 y � f̂ (Z)








2

2

�

= E
h
kyk2

2

i
� 2E

h
yT f̂ (Z)

i
+ E

� 




 f̂ (Z)








2

2

�

:

Sous l'hypoth�ese d'ind�ependance entre pr�ediction et r�eponse nous avons

L max = E
h
kyk2

2

i
+ E

� 




 f̂ (Z)








2

2

�

= var (y) + kE [y]k2
2 + var

�
f̂ (Z)

�
+






 E

h
f̂ (Z)

i 






2

2
:

Sous l'hypoth�eseE [f (Z)] = 0 et E [e] = 0, on aE [y] = 0. Nous devons alors choisir

un f̂ sous hypoth�ese d'ind�ependance. Un choix que nous pouvons faire estf̂ (Z ) = 0

(i.e. l'estimateur nul) : nous prendrions comme "pire estimateur" celui qui quelles que

soient les donn�ees ne renvoie que 0. C'est un choix relativement naturel, mais cela ne

correspond pas au pire choix possible : si nous prenionsf̂ (Z) = K avecK tr�es grand,

alors le risque quadratique serait �egalement tr�es �elev�e. En faitf̂ (Z ) = 0 correspond au

meilleur estimateur possible sous l'hypoth�ese d'ind�ependance.

En supposantf̂ (Z) = 0 , nous avons donc

L max = var (y)

Nous n'avons pas acc�es au risque quadratiqueL (y; ŷ) et �a la variance dey, ils sont

donc estim�es par l'estimateur non biais�e de la variance :
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L̂ (y; ŷ) =
1

n � 1






 y � f̂ (Z)








2

2

v̂ar (y) =
1

n � 1
kyk2

2

Et nous avons donc

h2
p = 1 �






 y � f̂ (Z)








2

2

kyk2
2

= R2 (y; ŷ) (4.9)

Nous retrouvons le coe�cient de d�etermination R2 usuel en statistique.

Pour un ph�enotype binaire

Si nous supposons le ph�enotype qualitatif, un choix naturel pourL serait de prendre

le coût 0-1.

L (y; ŷ) = E
h
1y 6= f̂ (Z )

i
= P

�
y 6= f̂ (Z)

�

Sous l'hypoth�ese que le mod�ele 4.7 est non bruit�e, choisirL min = 0 est compl�etement

intuitif.

Avant de d�e�nir L max , rappelons que

L = P
�
y 6= f̂ (Z)

�
= P

�
y 6= f̂ (Z) j y = 0

�
P (y = 0) + P

�
y 6= f̂ (Z) j y = 1

�
P (y = 1)

= P
�
f̂ (Z) = 1

�
P (y = 0) + P

�
f̂ (Z) = 0

�
P (y = 1)

Notons K la pr�evalence dey et prenonsf̂ un estimateur al�eatoire de pr�evalence

K f . Nous avons bien l'ind�ependance entre les donn�ees et cela semble correspondre au

"pire cas possible".

L max = P
�
f̂ (Z) = 1

�
P (y = 0) + P

�
f̂ (Z) = 0

�
P (y = 1)

= K f (1 � K ) + (1 � K f ) K

Cette valeur deL max correspond au "no-information criterion" comme d�e�ni dans

[Ambroise and McLachlan, 2002].
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4.3.3 L'h�eritabilit�e comme un ratio de variances

Pour cette derni�ere mani�ere d'approcher l'h�eritabilit�e nous allons retourner �a sa

d�e�nition i.e. �a un ratio de variance. En notant (abusivement) var (x) la variance des

composantes du vecteurx nous aurions

h2 =
var(g)
var(y)

: (4.10)

En pratique le termeg est inconnu, mais nous pouvons essayer de l'estimer (avec

par exemple la r�egression ridge ou les mod�eles al�eatoires). Nous d�e�nissons l'h�eritabilit�e

ratio de variance empirique (h2
r ) comme

ĥ2
r =

var(ŷ)
var(y)

(4.11)

avec ŷ un vecteur de pr�ediction. Cette quantit�e se justi�e par sa ressemblance avec

la d�e�nition originelle de l'h�eritabilit�e. Elle repose toutefois sur l'hypoth�ese que les

pr�edictions que l'on va faire sont fonction de l'h�eritabilit�e. Comme pour l'h�eritabilit�e

pr�edictive, le choix de l'ensemble sur lequel faire des pr�edictions (A ou T ) se pose.

Nous testerons l'estimation deh2
r pour les deux ensembles sur des simulations et en

utilisant la r�egression ridge comme m�ethode de pr�ediction.

4.4 Simulations et comparaisons avec l'approche REML

L'objectif de cette section est d'illustrer la capacit�e des quantit�es que nous avons

d�e�nies dans la section pr�ec�edente �a capturer l'h�eritabilit�e avec des simulations. Nous

utiliserons le lien entre h�eritabilit�e et param�etre de p�enalisation, l'h�eritabilit�e pr�edic-

tive (qui sera ici confondue avec le coe�cient de d�eterminationR2) et l'h�eritabilit�e de

ratio. L'h�eritabilit�e pr�edictive et l'h�eritabilit�e de ratio utiliseront la r�egression ridge

pour estimer le vecteur d'e�et g�en�etique car la r�egression ridge nous permet de com-

prendre le lien entre pr�ediction et h�eritabilit�e grâce au point de vue de l'apprentissage

statistique. Nous utiliserons la GCV pour choisir le param�etre de p�enalisation (ce qui

nous permettra de v�eri�er si elle estime bien le param�etre de p�enalisation optimal en

grande dimension). Les pr�edictions seront r�ealis�ees sur l'ensemble d'apprentissage ainsi

que sur un ensemble de test ind�ependant.
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4.4.1 Descriptif des simulations

Nous allons tester les quantit�es d�e�nies dans la section pr�ec�edente �a l'aide de simu-

lations. Notre mod�ele de simulations est grandement inspir�e de celui de Golan et al.

[2014] et de Vlaming and Groenen [2015].

Dans ces simulations nous souhaitons �evaluer l'in
uence de plusieurs param�etres : les

dimensions de l'�etude, l'h�eritabilit�e simul�ee et la proportion de variants causaux dans

le mod�ele. Les di��erents niveaux de param�etres que nous allons tester sont r�esum�es

dans la table 4.1.

Param�etres Niveaux
(n,p) G�enotypes simul�es : (1000,10000) ; (5000,100000) ; (10000,500000)

G�enotypes de UKBB : (1000,10000) ; (5000,100000) ; (10000,417106)
f c 0.1 ; 0.5 ; 1

h2
sim f 0:1; :::; 0:9g

Tableau 4.1 { Table des valeurs des param�etres pour les simulations.n=p : ratio des dimen-
sions de la matrices de marqueurs.f c : proportion de variants causaux. h2

sim : h�eritabilit�e
simul�ee.

Nous allons proposer deux types de simulation selon la nature de la matrice de g�e-

notypes : dans les simulations que nous appellerons "synth�etiques" les matrices de g�eno-

types seront int�egralement simul�ees tandis que dans les simulations "semi-synth�etiques"

ces matrices seront extraites des donn�ees de UK Biobank (que nous d�ecrirons plus en

d�etail dans la section 4.5).

Pour chaque valeur de(n; p), f c et h2
sim dans 4.1 nous d�ecoupons notre matrice de

g�enotypes non standardis�es en 3 blocs ind�ependants

M =

2

6
6
6
6
4

M A

M S

M T

3

7
7
7
7
5

2 M n+ nS + nT ;p:

avecM A la matrice pour l'apprentissage de l'estimateur,M T la matrice pour l'ensemble

de test et en�n M S un ensemble de donn�ees ind�ependant que nous utiliserons pour

corriger la GCV tel que d�ecrit en 3.3.2.

Les matrices de g�enotypes des simulations synth�etiques sont simul�ees de la mani�ere

suivante : nous commen�cons par simulerf un vecteur de fr�equences all�eliques de taille

pmax = 50 000 dont les composantes suivent une loi uniformef � U p(0:05; 0:5), puis

nous simulons les g�enotypes que l'on concat�ene pour formerM A , M S et M T . En�n
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Figure 4.1 { D�ecoupage de la matrice de donn�ees de l'ensemble d'apprentissage. Les ma-
trices de g�enotypes incluent (nmax ; n1; n2) = (10000; 5000; 1000) individus. Pour les g�e-
notypes simul�es (pmax ; p1; p2) = (5 � 105; 105; 104) et pour les g�enotypes de UK-Biobank
(pmax ; p1; p2) = (417106; 105; 104)

.

nous standardisons ces matrices en utilisant respectivement2f et
q

2f (1 � f ) comme

vecteur de moyennes et d'�ecart-types pour obtenirZA , ZS et ZT :

8k 2 J1; nK; 8E 2 fA ; S; T g; [ZE]k = ([ ME]k � 2f ) � diag(2f (1 � f )) � 1=2

avec[ME]k la k-�eme ligne deME.

Pour les matrices de g�enotypes de l'approche semi-synth�etique, nous extrayons 3

sous-�echantillons d'individus de taillen, nT et nS correspondant respectivement �aM A ,

M T et M S. Pour la standardisation, nous calculonsf UKBB le vecteur de fr�equences

all�eliques des variants sur UKBiobank puis nous standardisons les matrices en utili-

sant respectivement2f UKBB et
q

2f UKBB (1 � f UKBB ) comme vecteurs de moyennes et

d'�ecart-types.

La r�egression ridge va demander le calcul de l'ACP de la matriceZA ZT
A , le produit

matriciel de matrices de grande taille et diverses autres manipulations de matrices tr�es

coûteuses en temps de calcul. Nous allons utiliser l'id�ee de de Vlaming and Groenen
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[2015] pour que ces temps de calcul restent raisonnables : au lieu de simuler des ma-

trices de g�enotypes pour chacune des combinaisons de param�etres(n; p)=f c=h2
sim nous

"�xons" la matrice de g�enotypes et allons varier les vecteurs d'e�ets g�en�etiquesu et

environnementauxe pour toutes les combinaisons def c et h2
sim . Ainsi nous n'avons �a

calculer l'ACP qu'une fois au lieu de3 � 9 fois, ce qui va tr�es fortement r�eduire les

temps de calcul. Pour diminuer encore les temps de calcul, nous ne g�en�erons qu'une

unique matrice de g�enotypes de dimensionsnmax � pmax que nous d�ecouperons pour

chacun des couples(n; p) d'int�erêt (voir 4.1).

Pour une taille d'�etude n de l'ensemble d'apprentissage et un nombre de variants

�x�e p, les ph�enotypes sont alors g�en�er�es de la mani�ere suivante :

1. Calcul des nombres de variants causaux et non-causaux

pcausaux = f c � p;

pnon-causaux = p � pcausaux:

2. G�en�eration du vecteur d'e�ets g�en�etiques pour les variants causaux

ucausaux(p; f c; h2
sim ) � N

 

0pcausaux ;
h2

sim

pcausaux
I pcausaux

!

;

puis construction du vecteur d'e�ets g�en�etiques pour tous les variants

u(p; f c; h2
sim ) =

0

B
@

ucausaux(p; f c; h2
sim )

0pnon-causaux

1

C
A :

3. Pour chaque ensembleE 2 fA ; S; T g (de cardinal nE),

(a) Cr�eation des termes g�en�etiques

gE(nE; p; f c; h2
sim ) = ZE(nE; p; f c; h2

sim ) u(nE; p; f c; h2
sim ):

(b) Cr�eation du terme d'environnement

eE(nE; p; f c; h2
sim ) � N (0nE ; (1 � h2

sim )I n ):

(c) Concat�enation pour former le ph�enotype

yE(nE; p; f c; h2
sim ) = gE(nE; p; f c; h2

sim ) + eE(nE; p; f c; h2
sim ):
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4.4.2 Analyse de l'estimation d' h2
g

Pr�esentation des r�esultats

Les r�esultats d'estimation d'h2 pour les simulations synth�etiques et semi-synth�etiques

sont pr�esent�es dans la �gure 4.2. La sous-�gure 4.2a repr�esente les r�esultats pour les

simulations synth�etiques et la sous-�gure 4.2b les r�esultats pour les simulations semi-

synth�etiques. Chacune de ces �gures est compos�ee d'une grille de 9 graphes. Les lignes

correspondent aux di��erents ratios n=p et les colonnes �a di��erents pourcentages de va-

riants causauxf c. Pour chacun de ces graphes l'axe des abscisses correspond �a 9 valeurs

d'h�eritabilit�e simul�ee et l'axe des ordonn�ees �a la di��erence entre h�eritabilit�e estim�ee

et h�eritabilit�e simul�ee. Les di��erents niveaux des param�etres n/p, f c et h2
sim sont syn-

th�etis�es dans la table 4.1. Dans les deux approches de simulations nous estimons et

repr�esenterons dans un boxploth2 avec la r�egression ridge en utilisant la GCV pour

obtenir le param�etre de p�enalisation optimal puis le lien 4.6 pour avoir une estima-

tion de l'h�eritabilit�e. Pour l'estimation d'h�eritabilit�e avec la GCV, nous regarderons

les corrections avec une matrice de contraste et un deuxi�eme jeu de donn�ees pour le

calcul de l'intercept. Nous regardons �egalement l'estimation d'h�eritabilit�e faite avec les

mod�eles mixtes (en utilisant un algorithme AI-REML) et une validation crois�ee 10-fold

(uniquement pour les simulations synth�etiques).

Sur les simulations synth�etiques nous voyons que pour toutes les combinaisons def c,

n=p et h2
sim , les di��erences entre h�eritabilit�es simul�ee et estim�ee sont localis�ees autour

de 0. Aucune des m�ethodes d'estimation ne semble donner de r�esultats tr�es di��erents

des autres. Nous remarquons une augmentation de la variance des estimations selon le

ratio n/p : la variance des estimations est maximale pour 1000/100000 et minimale pour

10000/500000. Nous ne remarquons pas d'e�et du pourcentage de variance causaux ou

de l'h�eritabilit�e simul�ee.

Les comportements selon n/p,f c et h2
sim sont les mêmes pour les simulations semi-

synth�etiques. Les di��erentes m�ethodes d'estimation donnent �egalement des r�esultats

similaires. Nous voyons �egalement que la variance des estimations augmente quand le

le ratio n/p diminue. Nous remarquons toutefois que la variance des estimations est

plus faible que pour les simulations synth�etiques �an=p �equivalent.

Discussion

Nous pouvons tirer plusieurs conclusions de ces r�esultats. Commen�cons par ceux

sur la GCV. Une premi�ere conclusion est que nos deux approches pour corriger la
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GCV semblent fonctionner pour les deux types de simulations. En e�et la di��erence

entre h�eritabilit�e simul�ee et estim�ee est tr�es proche de 0 pour toutes les combinaisons

de param�etres de simulations. Les deux corrections que nous avons propos�ees pour la

GCV en grande dimension sont donc fonctionnelles et semblent donner des r�esultats

�equivalents.

Un autre constat que nous pouvons faire avec les simulations synth�etiques est que la

GCV donne des r�esultats proches de la validation crois�ee 10-fold. Ce r�esultat con�rme

la validit�e de la GCV corrig�ee en grande dimension.

En terme de calcul d'h�eritabilit�e, nous voyons qu'estimer l'h�eritabilit�e avec la r�e-

gression ridge donne de bons r�esultats en moyenne. Nous voyons �egalement que la

variabilit�e des estimations semble du même ordre de grandeur que celles des m�ethodes

bas�ees sur le mod�ele mixte (utilisant ici l'AI-REML). Ceci con�rme que la r�egression

ridge peut être utilis�ee pour estimer l'h�eritabilit�e.

Le dernier constat porte sur la variance des estimations selon le ratio n/p. Au vu des

r�esultats cette variance semble diminuer avec le ratio n/p, ce qui peut sembler contre

intuitif. Cependant, d'apr�es Visscher and Goddard [2015], la variance des estimations

est cens�ee diminuer quand n augmente ce qui sera le cas ici (n augmente mais le

rapport n=p diminue). Toutefois nous remarquons que pour un ration=p �equivalent la

variance est plus faible pour les simulations semi-synth�etiques. Une explication est que

les variants de la matrice des g�enotypes de UKBiobank sont corr�el�es entre eux, ce qui

diminue le nombre de variants e�ectifs du mod�ele. Nous pouvons donc en conclure que

le nombre de variants importe aussi dans la variance des estimations.

4.4.3 Analyse de l'estimation de h2
p et h2

r

Pr�esentation des r�esultats

Les estimations d'h2
r et d'h2

p (qui rappelons est confondu avec leR2 ) sont respec-

tivement pr�esent�ees dans les �gures 4.3 et 4.4. Dans chacune de ces �gures on trouve

quatre sous-graphes. Ils correspondent aux quantit�es calcul�ees sur les ensembles d'ap-

prentissageA et de test T pour chacune des deux approches de simulation.

Dans chacune des sous-�gures apparaissent respectivement l'estimation de la quan-

tit�e selon l'h�eritabilit�e simul�ee pour les 3 ratios n=p pr�esent�es dans la table 4.1, pour

chacune des simulations synth�etiques et semi-synth�etiques. Pour chaque �etude nous

avons calcul�e un estimateur sur l'ensemble d'apprentissageA avec la r�egression ridge

en utilisant la GCV pour choisir le param�etre de p�enalisation optimal. Nous �evaluerons
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(a) h2
r sur l'ensemble d'apprentissage, simulations

synth�etiques.
(b) h2

r sur l'ensemble de test, simulations synth�e-
tiques.

(c) h2
r sur l'ensemble d'apprentissage, simulations

semi-synth�etiques.
(d) h2

r sur l'ensemble de test, simulations semi-
synth�etiques.

Figure 4.3 { Graphe d'estimation des h2
r sur ensemble d'apprentissage et de test pour les

simulations. Les �gures du haut correspondent aux simulations synth�etiques (celles du bas
aux simulations semi-synth�etiques) et les �gures de gauche aux estimations surA (celles de
droite aux estimations sur T ). Dans chaque �gure nous trouvons 3 graphes rang�es en ligne
selonn=p et dans chacun de ces graphes se trouvent des s�eries de boxplot. Pour chaque graphe
l'axe des abscisses correspond �a l'h�eritabilit�e simul�ee et l'axe des ordonn�ees �a h2

r . Les boites
des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la r�egression ridge en
utilisant la GCV corrig�ee avec une matrice de contraste, la r�egression ridge en utilisant la
GCV avec un deuxi�eme jeu de donn�ees et un BLUP dont les param�etres de variance ont �et�e
estim�es avec l'AI-REML.
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(a) h2
p sur l'ensemble d'apprentissage, simulations

synth�etiques.
(b) h2

p sur l'ensemble de test, simulations synth�e-
tiques.

(c) h2
p sur l'ensemble d'apprentissage, simulations

semi-synth�etiques.
(d) h2

p sur l'ensemble de test, simulations semi-
synth�etiques.

Figure 4.4 { Graphe d'estimation desh2
p (ou du R2) sur ensemble d'apprentissage et de test

pour les simulations. Les �gures du haut correspondent aux simulations synth�etiques (celles
du bas aux simulations semi-synth�etiques) et les �gures de gauche aux estimations surA
(celles de droite aux estimations surT ). Dans chaque �gure nous trouvons 3 graphes rang�es
en ligne selonn=p et dans chacun de ces graphes se trouvent des s�eries de boxplot. Pour
chaque graphe l'axe des abscisses correspond �a l'h�eritabilit�e simul�ee et l'axe des ordonn�ees
�a h2

p. Les boites des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la
r�egression ridge en utilisant la GCV corrig�ee avec une matrice de contraste, la r�egression
ridge en utilisant la GCV avec un deuxi�eme jeu de donn�ees et un BLUP dont les param�etres
de variance ont �et�e estim�es avec l'AI-REML.
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les deux corrections de la GCV (avec une matrice de contraste et un second jeu de don-

n�ees) et calculerons �egalement un BLUP issu du mod�ele mixte (en utilisant l'AI-REML

pour l'estimation des param�etres de variance).

Notons que le param�etref c a disparu : pour all�eger les �gures nous pr�esenterons

uniquement les r�esultats pourf c = 0:1 car nous n'avons pas observ�e d'e�et def c sur

les estimations dans la section d'avant. Les �gures pour les autres valeurs def c sont

disponibles en annexe B.

Commen�cons par regarder les r�esultats pourh2
r sur l'ensemble d'apprentissage. Nous

observons le même comportement entre simulations synth�etiques (�gure 4.3a) et semi-

synth�etiques (�gure 4.3c) : une augmentation (visiblement quadratique) deh2
r quand

l'h�eritabilit�e simul�ee augmente. L'approche pour construire l'estimateur ne semble pas

avoir d'importance. Les estimations sont du même ordre de grandeur que leurh2
sim

associ�ee mais toujours en dessous de l'h�eritabilit�e simul�ee. Notons que le ration=p

ne semble pas avoir d'in
uence sur la moyenne de l'estimation. La dispersion des es-

timations semble être fonction de l'h�eritabilit�e simul�ee et du ratio n=p : elle semble

croissante enh2
sim et croissante selonn=p. Nous remarquons �egalement une plus grande

variance des estimations pour les simulations synth�etiques.

Regardons maintenanth2
r pour l'ensemble de test avec les graphiques 4.3b et 4.3d.

Encore une fois, l'approche pour construire l'estimateur ne semble pas avoir d'impor-

tance et le comportement des estimations semble toujours être une fonction quadratique

en h2
sim . La grande di��erence avec l'estimation surA est l'ordre de grandeur des esti-

mations : il y a un fort biais de sous-estimation (la valeur maximale que nous observons

pour les estimations surT vaut environ 0.25 et vient des simulations semi-synth�etiques

avec h2
sim = 0:9 et n=p = 10000/417106). Nous observons �egalement que les estima-

tions sont en moyenne plus �elev�ees sur les simulations semi-synth�etiques. La variance

des estimations se comporte comme pour l'ensemble d'apprentissage : elle crô�t enh2
sim

et crô�t selonn=p .

D'apr�es les �gures 4.4a et 4.4c, les r�esultats sur le coe�cient de d�etermination surA

pr�esentent des similitudes avec ceux obtenus pour l'h�eritabilit�e de ratio. Nous observons

une augmentation des quantit�es moyennes avech2
sim , la dispersion des estimations est

bien plus grande pour les simulations synth�etiques et quandn=p augmente, et encore

une fois le choix de la m�ethode ne semble pas avoir d'importance. Nous notons tout

de même des di��erences importantes entreh2
p et h2

r (toujours sur A). En particulier

nous surestimons l'h�eritabilit�e simul�ee et la variance des estimations diminue quand
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h2
sim augmente.

Pour les estimations surT (�gures 4.4b et 4.4d), nous retrouvons des r�esultats

quasiment identiques entreh2
p et h2

r . La seule di��erence est que les valeurs deh2
p peuvent

être n�egatives au contraire deh2
r qui est par d�e�nition positive. Sinon le comportement

moyen, la variance des estimations et l'ordre de grandeur sont quasiment les mêmes

pour les deux quantit�es.

Discussion

Le premier constat est que le choix de l'approche pour corriger la GCV n'a pas

d'in
uence sur le pouvoir pr�edictif. C'est un r�esultat auquel nous nous attendions. Il

faut toutefois noter que nos simulations n'avaient pas de covariables non-g�en�etiques.

Pour les quantit�es calcul�ees sur l'ensembleT , le constat �evident est qu'elles ne

peuvent pas servir �a estimer l'h�eritabilit�e en grande dimension : nous voyons en e�et

une tr�es forte sous-estimation. Les pr�edictions �etaient de bien meilleure qualit�e sur

l'ensemble d'apprentissage et il y a donc (sans surprise) un fort surapprentissage. La

sous-estimation est la plus forte pour les h�eritabilit�es simul�ees fortes et elle semble

augmenter quand le ration=pest faible. Les r�esultats sont meilleurs pour les simulations

semi-synth�etiques mais restent tr�es biais�es.

Ces r�esultats sur l'ensemble de test ne sont pas �etonnants. En e�et nous ne nous at-

tendions pas �a ce que la r�egression ridge ou les BLUP donnent d'excellents r�esultats en

terme d'estimation des e�ets g�en�etiques dans un contexte de grande dimension o�u les

conditions d'apprentissage sont tr�es mauvaises (et donc un tr�es fort surapprentissage

apparâ�t). Le fait que les r�esultats soient meilleurs pour les plus hautes valeurs de ratio

n=p va dans ce sens puisqu'il s'agit des situations o�u les conditions pour l'apprentissage

sont les moins mauvaises. Les meilleurs r�esultats des simulations semi-synth�etiques par

rapport aux simulations synth�etiques vont dans le même sens : pour ces simulations

semi-synth�etiques les variants ne sont pas ind�ependants par construction et donc les va-

riants corr�el�es diminuent le nombre de param�etres e�ectifs �a apprendre. Nous sommes

donc dans des meilleures conditions d'apprentissage d'o�u l'am�elioration des capaci-

t�es pr�edictives. Remarquons tout de même une am�elioration des capacit�es pr�edictives

quand h2
sim augmente, ce qui nous rassure un peu : il y a un e�et de l'h�eritabilit�e mais

l'apprentissage est incomplet.

Les r�esultats sur l'ensemble d'apprentissage sont plus di�ciles �a analyser. Les deux

quantit�es h2
p et h2

r augmentent avech2
sim et les estimations sont du même ordre de
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grandeur queh2
sim , toutefois nous avons not�e une sous-estimation pourh2

r et une sur-

estimation pour h2
p. Il semble donc que la variance du vecteur de pr�ediction̂y soit

sous-estim�ee, ce qui entrâ�ne m�ecaniquement un biais de sous-estimation pourh2
r (de

par sa formule). Nous savons que la grande dimension entrâ�ne un grand terme de

p�enalit�e pour la ridge et donc un fort lissage des coe�cients de l'estimateur ridge, ce

qui pourrait expliquer la trop faible variance des coe�cients du vecteur de pr�ediction.

Nous con�rmons cette intuition en voyant que l'h2
r estime le mieux l'h�eritabilit�e quand

elle est tr�es forte (et que donc le param�etre de p�enalisation de la r�egression ridge est

au plus proche de 0) ou tr�es faible (et que donc le param�etre de p�enalisation est d�ej�a

naturellement tr�es �elev�e).

Nous allons maintenant proposer une explication pour le fait queh2
p soit trop opti-

miste. Nous savons que des pr�edictions sur l'ensemble d'apprentissage sont trop opti-

mistes �a cause du surapprentissage. Le bruit est donc sous-estim�e et sa variance avec

lui, ce qui va m�ecaniquement surestimerh2
p (la formule du coe�cient de d�etermination

pouvant être vue comme 1 moins la variance du bruit estim�ee sur la variance de la

r�eponse).

Au vu des r�esultats sur les deux quantit�es, il semblerait donc que dans ce contexte

de grande dimension (d�efavorable �a l'apprentissage), le ph�enom�ene de surapprentissage

observ�e sur l'h2
p lorsqu'elle est calcul�ee surA compense largement la faible variance des

pr�edictions induite par la forte p�enalisation.

Une grande di��erence par rapport aux calculs surT est que ici le ration=pne semble

jouer un rôle que sur la variance des estimations (qui diminue quand le ratio diminue)

et non pas sur le comportement moyen. Cette similarit�e sur le comportement moyen

semble indiquer que le surapprentissage observable sur les pr�edictions de l'ensemble

d'apprentissage ne semble plus impact�e par le ration=p en grande dimension, comme

si il avait atteint son maximum (nous proposerons une explication de ce maximum

dans le chapitre suivant). De la même mani�ere, la sous-estimation de la variance des

pr�edictions semble aussi être maximale.

La diminution de la variance des estimations quand le ratio diminue est un r�esultat

�etonnant : nous nous serions plutôt attendus �a ce que des conditions d'apprentissage

plus di�ciles (i.e. quand le ratio diminue) augmente la variance des estimations. Nous

pouvons penser que ce r�esultat s'explique par le fait que la diminution du ratio est

associ�ee �a une augmentation de la taille deA pour nos simulations. Le nombre de

variants semble jouer un rôle puisque les simulations semi-synth�etiques (qui grâce aux

corr�elations entre variants ont un plus petit nombre de param�etres e�ectif �a apprendre)
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pr�esentent une dispersion plus faible des estimations mais il semble moins important

que la taille de l'�echantillon.

En conclusion, aucune de ces quantit�es ne semble donner une estimation vraiment

satisfaisante de l'h�eritabilit�e dans un contexte de grande dimension. Nous reviendrons

plus tard sur elles dans ce manuscrit pour �etudier leur comportement en termes de

pouvoir pr�edictif, ainsi que le comportement de la variance du vecteur d'estimation des

e�ets.

4.5 Application aux donn�ees UKBiobank

Dans cette section nous allons essayer l'estimation d'h�eritabilit�e avec la r�egression

ridge sur le jeu de donn�ees publiques UKBiobank. Le passage de donn�ees simul�ees �a

donn�ees r�eelles am�ene son lot de probl�ematiques telles que le pr�e-traitement n�ecessaire

des donn�ees, l'int�egration des covariables non p�enalis�ees et la prise en compte d'une

�eventuelle structure de population.

Nous nous int�eresserons �a l'estimation de l'h�eritabilit�e de 4 traits morphologiques :

la taille, l'indice de masse corporelle (IMC), la circonf�erence des hanches et le tour de

taille. Pour estimer l'h�eritabilit�e nous utiliserons le lien entre mod�ele �a e�ets al�eatoires

et r�egression ridge (en utilisant la GCV corrig�ee par projection ou avec un deuxi�eme

jeu de donn�ees pour obtenir le param�etre de p�enalisation), ainsi que l'estimation de

l'h�eritabilit�e g�enomique avec des composantes de variances estim�ees par mod�eles �a

e�ets mixtes. Nous reviendrons sur les pouvoirs pr�edictifs dans un autre chapitre.

La manipulation des donn�ees et les �ltres qualit�e ont �et�e e�ectu�es avec R et en

particulier le packagegaston [Perdry and Dandine-Roulland, 2017]. Les calculs d'h�e-

ritabilit�e �etant en O(n3), nous n'avons pas r�eussi �a faire tourner nos algorithmes sur

les 500 000 individus de UK Biobank (en particulier les divers produits matriciels et

la SVD). Nous avons donc d�ecid�e de nous concentrer sur des sous-�echantillons de 10

000 individus (et de 1 000 individus pour le second ensemble de l'approche �a deux jeu

de donn�ees) sur lesquels nous appliquerons les �ltres puis estimerons l'h�eritabilit�e. Ce

sous-�echantillonnage sera r�ep�et�e 10 fois pour estimer la variabilit�e des estimations as-

soci�ee au jeu de donn�ees. Notons �egalement que toujours pour des raisons calculatoires,

nous inclurons dans ces analyses uniquement les variants g�enotyp�es et n'inclurons donc

pas les variants imput�es.
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4.5.1 Description des donn�ees

L'�etude UK Biobank est une �etude prospective r�ealis�ee au Royaume-Uni [Sudlow

et al., 2015]. Avec environ 500 000 patients, elle repr�esente l'une des plus grandes bases

de donn�ees disponible. Les patients âg�es de 40 �a 69 ans ont �et�e recrut�es et g�enotyp�es

dans une vingtaine de centres dans le Royaume-Uni entre 2006 et 2010. Nous avons

acc�es �a des donn�ees mesur�ees venant de visites m�edicales et de questionnaires allant

de la mesure de traits morphologiques �a des maladies report�ees par les participants.

Les 50 000 premiers patients ont �et�e g�enotyp�es avec la puce A�ymetrix UK BiLEVE

Axiom et les 450 000 suivants avec la puce A�ymetrix UK Biobank Axiom® . Une des

covariables fournies est l'origine ethnique auto-report�ee des patients (la r�epartition des

di��erentes ethnies est d�ecrite dans la �gure 4.5b).

En plus des donn�ees g�en�etiques nous ajouterons comme covariables le sexe, l'an-

n�ee de naissance, le centre de recrutement, la puce utilis�ee pour le g�enotypage et des

variables de structure de population.

L'analyse des composantes principales fournies par UK Biobank nous montre une

grande diversit�e g�en�etique au sein de l'�etude (�gure 4.5). Il est connu qu'une structure

de population peut avoir un e�et sur les estimations d'h�eritabilit�e. Pour prendre en

compte cette potentielle structure, une technique tr�es utilis�ee est d'e�ectuer une analyse

en composantes principales (ACP) sur la matrice de covariance empirique des individus

�etudi�es et de donner en covariables au mod�ele les composantes principales (ou les

vecteurs propres) associ�ees aux premi�eres valeurs propres.

Nous avons d�ecid�es de regarder l'in
uence du choix de population et du choix de

construction des covariables de structure. Nous allons travailler sur 3 populations :

| Dans le premier cas nous prenons nos individus al�eatoirement sans aucun �ltre

(TTLM).

| Dans le second cas nous ne prenons que des individus report�es comme "White

British" (WB).

| En�n dans le dernier cas nous s�electionnons un sous-ensemble d'individus les plus

repr�esentatifs parmi les WB qu'on appellera "Veri�ed White British" (VWB).

Pour choisir ces individus nous avons trac�e une ellipse au "centre" du graphe

des composantes principales des individus WD, et les individus dans cette ellipse

seront consid�er�es comme les "Veri�ed White British". L'�equation de cette ellipse

est donn�ee dans le graphique 4.5c.
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Sur chacune de ces populations nous allons calculer les covariables de structure de

3 mani�eres qui sont seront d�ecrites dans une section suivante. Comme ces covariables

doivent être calcul�ees sur des donn�ees propres, nous allons commencer par d�ecrire nos

�ltres qualit�e.

4.5.2 Description et in
uence des contrôles qualit�e

Nous d�ecrivons ici les �ltres de contrôle qualit�e pour les di��erentes approches et

populations. Pour l'approche avec une matrice de projection, tous les �ltres sont ap-

pliqu�es sur l'unique ensemble d'apprentissage. Pour l'approche �a deux jeux de don-

n�ees, les �ltres sur les individus sont appliqu�es sur les ensembles d'apprentissage et

de standardisation tandis que les �ltres sur les variants sont calcul�es uniquement sur

l'ensemble de standardisation. Une fois ceux-ci termin�es, nous listons les variants s�elec-

tionn�es sur l'ensemble de standardisation et nous excluons tous les autres de l'ensemble

d'apprentissage. Pr�ecisons que les seuils des �ltres sont les mêmes pour les di��erentes

populations.

Pour l'estimation d'h�eritabilit�e sur donn�ees de populations nous supposons que

les individus sont ind�ependants les uns des autres. Pour s'assurer que nos individus ne

sont pas apparent�es et qu'ils ne partagent donc pas le même environnement, Yang et al.

[2010] sugg�erent d'identi�er toutes les paires d'individus dont le coe�cient de GRM

associ�e est sup�erieur �a0:025 puis d'enlever un individu de chaque paire (en veillant �a

enlever en priorit�e ceux apparaissant dans plusieurs paires).

Voici la liste de nos �ltres :

| S�election des variants autosomiques.

| Suppression des variants ET des individus avec un taux d'appel< 0:99.

| Suppression des variants avec une fr�equence d'all�ele mineur (MAF)< 0:01.

| Suppression de tous les variants non biall�eliques.

| Suppression des variants avec une p-valeur< 10� 7 au test d'�equilibre de Hardy-

Weinberg.

Les d�etails des r�esultats de ces contrôles qualit�e sont d�etaill�es dans la table 4.2.

Nous remarquons que les r�esultats �naux sont assez proches pour les di��erentes popu-

lations, tout particuli�erement pour les �ltres sur les variants. En e�et quelle que soit la

population, le nombre �nal de variants est �a peu pr�es �equivalent (entre 535 000 et 545
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(a) Les deux premi�eres composantes principales
calcul�ees sur tout UK Biobank.

(b) R�epartition des ethnies report�ees.

(c) Les deux premi�eres composantes prin-
cipales fournies par UKBB pour les
WB. Les individus dans l'ellipse d'�equa-

tion ((x +12 :5)cos( � �
8 )+( y � 3:3)sin ( � �

8 ))2

4:22 +
((x +12 :5)sin ( � �

8 ) � (y � 3:3)cos( � �
8 ))2

32 = 1 sont
les VWB.

Figure 4.5 { Structure de population dans UK Biobank.
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000). Pour les individus nous remarquons qu'il semble y avoir plus d'individus consi-

d�er�es comme apparent�es parmi la population TTLM que pour les populations WB et

VWB.

La di��erence la plus notable est les �ecarts-types plus �elev�es pour les approches

�a deux jeux de donn�ees que pour les approches avec projection pour les �ltres sur

les variants. Une explication est que l'ensemble de standardisation est plus petit que

l'ensemble d'apprentissage, ce qui entrâ�ne ces instabilit�es num�eriques.

4.5.3 Calcul des covariables de structure

Pour estimer la structure de population dans chaque �echantillon avec l'ACP, une

bonne pratique est d'utiliser des donn�ees �elagu�ees [Anderson et al., 2010]. Ayant trouv�e

des di��erences dans la mani�ere d'�elaguer les donn�ees, nous avons d�ecid�e de comparer

trois approches :

| �Elagage des donn�ees en appliquant un "pruning"des variants avec un d�es�equilibre

de liaison sup�erieur �a 0.02 (au sens dur 2) et en supprimant manuellement deux

r�egions �a fort DL (la r�egion 25-35 Mb sur le chromosome 6 et la r�egion 54-60 Mb

du chromosome 8) . Cela correspond aux QC trouv�es dans Ge et al. [2017].

| �Elagage des donn�ees en appliquant un "pruning" des variants avec une MAF

< 0:05 et un d�es�equilibre de liaison sup�erieur �a 0.05 au sens dur 2. On supprime

�egalement les r�egions �a fort DL d�ecrites dans la table 4.7 [Price et al., 2008,

Bycroft et al., 2017]. Ces derniers correspondent plus au QC d�ecrit dans la th�ese

de Claire Dandine-Roulland [Dandine-Roulland, 2014].

| Utilisation des composantes principales fournies par UK Biobank. Ces compo-

santes principales ont �et�e calcul�ees avecFastPCA [Galinsky et al., 2016] sur des

donn�ees �elagu�ees (plus de d�etails dans [Bycroft et al., 2017]).

Pour l'approche bas�ee sur une projection, on calcule simplement la matrice de res-

semblance surA et pour l'approche avec deux jeux de donn�ees nous en calculerons pour

les deux ensemblesA et S. Le nombre de variants int�egr�es dans chacune de ces trois

approches est d�etaill�e dans la table 4.6. Encore une fois les r�esultats sont tr�es similaires

entre les di��erentes approches pour int�egrer les e�ets �xes, mais nous pouvons remar-

quer une plus grande instabilit�e num�erique pour l'approche �a deux jeux de donn�ees.

Nous remarquons par contre que la deuxi�eme m�ethode d'estimation des covariables

inclut beaucoup moins de variants (environ moiti�e moins que les deux autres).
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Figure 4.6 { Nombre de variants inclus dans
les variables de structure pour chaque popu-
lation.

Chromosome
Position
(en Mb)

1 48-52
2 86-100.5

134.5-138
183-190

3 47.5-50
83.5-87
89-97.5

5 44-51.5
98-100.5
129-132

135.5-138.5
6 25-33.5

57-64
140-142.5

7 55-66
8 8-12

43-50
10 37-43
11 45-57

87.5-90.5
12 33-40

109.5-112
20 32-34.5

Figure 4.7 { R�egions �a fort DL
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4.5.4 Prise en compte des covariables

La prise en compte des covariables non p�enalis�ees pour l'approche avec une projec-

tion se fait avec une matrice de contraste et ne pose pas de di�cult�e particuli�ere : la

matrice de contraste permet de travailler sur un mod�ele sans covariables non-p�enalis�ees

et donc l'application de la r�egression ridge ne pose pas de di�cult�es. Pour l'approche

avec un deuxi�eme jeu de donn�ees, le processus est un petit peu plus compliqu�e et nous

allons le d�ecrire ici.

L'id�ee est de faire une r�egression lin�eaire du ph�enotype sur les covariables sur l'en-

sembleS, de calculer les r�esidus du ph�enotype apr�es soustraction des e�ets des cova-

riables surA en utilisant les coe�cients calcul�es surS puis d'utiliser la r�egression ridge

sur ces r�esidus et les donn�ees g�en�etiques. Il n'y a pas de di�cult�e particuli�ere pour

les covariables non p�enalis�ees telles que le sexe ou l'âge mais pour les covariables de

structure il y a un probl�eme : les composantes principales deS ne sont pas comparables

�a celles deA.

Pour "transf�erer" l'apprentissage de la structure de population deS �a A nous utili-

sons les loadings calcul�es surS. Les loadings repr�esentent l'in
uence des variants dans

le calcul de composantes principales. Ils sont donc une quantit�e que l'on peut transf�erer

d'un ensemble �a un autre.

4.5.5 Estimations d' h2

Nous allons ici regarder les estimations d'h2 pour les di��erents ph�enotypes, popu-

lations, m�ethodologies d'estimation d'h�eritabilit�e et d'int�egration des covariables. Les

r�esultats sont pr�esent�es pour respectivement la taille, l'IMC, la circonf�erence et le tour

de taille dans les �gures 4.8, 4.9, 4.10 et 4.11.

Un premier r�esultat est que les estimations moyennes sont plutôt en accord avec la

litt�erature dans tous les cas [Ge et al., 2017], ce qui est rassurant. Nous allons mainte-

nant d�ecrire les di��erences et les sources de variance entre les di��erentes estimations.

Pour commencer nous observons sans grande surprise des di��erences d'estimation

d'h�eritabilit�e selon la population choisie. Ces di��erences ne semblent d�epasser plus de

5 points de pourcentage et restent donc assez minimes. Ce r�esultat semble dire que

l'h�eritabilit�e des ces traits est relativement constante entre di��erentes populations. Il

convient toutefois de rester prudent : les individus d�eclar�es comme caucasiens repr�e-
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4. Application de la r�egression ridge �a l'estimation d'h�eritabilit�e

sentent plus de 90% de UKBB et donc même la population TTLM est tr�es majori-

tairement compos�ee de personnes caucasiennes. Cela pourrait donc expliquer les fortes

ressemblances d'estimation entre les di��erentes populations.

Le choix de la m�ethodologie pour estimer l'h�eritabilit�e (r�egression ridge avec GCV

ou AIREML) ne semble pas non plus être une grande source de variabilit�e. A l'exception

de la taille o�u l'on observe des di��erences allant jusqu'�a 5 points de pourcentage le choix

de la m�ethodologie ne semble pas donner des r�esultats tr�es di��erents. C'est un r�esultat

rassurant qui con�rme nos r�esultats sur les simulations. Nous remarquons que pour la

taille (i.e. une h�eritabilit�e forte) la GCV renvoie des r�esultats moins �elev�es que l'AI-

REML et que c'est l'inverse pour les autres ph�enotypes (dont l'h�eritabilit�e est plus

faible), mais ce ph�enom�ene est tr�es minime. Signalons �egalement qu'avec seulement 10

�echantillons il sera di�cile d'avoir une conclusion arrêt�ee.

Nous avons observ�e une in
uence signi�cative du choix de l'approche pour int�egrer

les covariables (avec une matrice de projection ou un deuxi�eme jeu de donn�ees) sur

chacune des deux m�ethodes d'estimations d'h�eritabilit�e (AI-REML et GCV). Les es-

timations d'h�eritabilit�e semblent plus �elev�ees quand nous utilisons l'approche �a deux

jeux de donn�ees (sauf pour la taille o�u c'est l'inverse), en particulier quand on utilise

les CP de UKBB. Le cas de la circonf�erence des hanches pour la population TTLM

et utilisant les CP de UKBB est l'exemple le plus marquant de di��erence d'estima-

tion d'h�eritabilit�e entre les deux approches. Une explication pourrait être trouv�ee en

enquêtant sur l'association des variants et des covariables.

La mani�ere d'approcher les covariables de structure semble n�eanmoins être source

de peu de variabilit�e : �a population, m�ethode d'estimation et approche pour int�egrer les

covariables �x�ees, les estimations d'h�eritabilit�e semblent peu a�ect�ees par la strat�egie

de construction des CP. C'est un r�esultat qui nous rassure sur l'impression d'absence

de consensus dans la construction de ces covariables puisque les estimations restent

coh�erentes. Notons toutefois une exception pour l'estimation d'h�eritabilit�e de la cir-

conf�erence des hanches : sur la population TTLM et en utilisant l'approche �a deux

�etudes pour int�egrer les covariables, les estimations d'h�eritabilit�e (r�ealis�ees avec l'AI-

REML ou la GCV) sont bien plus �elev�ees si nous utilisons les PC de UKBB plutôt que

les deux autres.

La plus grande source de variabilit�e de nos estimations est l'�echantillonnage des don-

n�ees. Par exemple pour la taille nous observons qu'en �xant la population, la m�ethode

80
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pour estimer l'h�eritabilit�e, l'approche pour int�egrer les covariables et la strat�egie de

construction des CP, nous pouvons observer des di��erences entre estimations d'h�erita-

bilit�e de plus de 10 points de pourcentage. Ce r�esultat est clairement le moins rassurant

pour l'h�eritabilit�e et interroge sur les r�esultats trouv�es dans la litt�erature.

4.6 En r�esum�e ...

Nous avons dans ce chapitre pr�esent�e le probl�eme d'estimation de l'h�eritabilit�e

comme un probl�eme d'apprentissage. Nous avons propos�e deux quantit�es d�eriv�ees de la

pr�ediction pour estimer l'h�eritabilit�e : une premi�ere nomm�ee h2
r bas�ee sur l'estimation

de la variance du vecteur de pr�ediction du terme g�en�etique et une seconde nomm�eeh2
p

(et ici confondue avec le coe�cient de d�eterminationR2) d�e�nie comme une quantit�e

mesurant la qualit�e de la pr�ediction.

Nous avons regard�e les capacit�es d'h2
r et d'h2

p pour estimer l'h�eritabilit�e �a l'aide de

simulations. Les deux quantit�es utilisaient des pr�edictions r�ealis�ees avec la r�egression

ridge. Ces quantit�es ont �et�e calcul�ees avec et sans un ensemble de test. Nous avons �ega-

lement propos�e une m�ethode d'estimation d'h�eritabilit�e bas�ee sur une transformation

du param�etre de p�enalisation de la r�egression ridge pour obtenirh2
g.

Les r�esultats sur simulations ont montr�e qu'h2
r et h2

p ne donnaient pas d'estimation

d'h�eritabilit�e satisfaisante en grande dimension : avec un ensemble de test les pr�edic-

tions �etaient de tr�es mauvaise qualit�e et sans cet ensemble de test il y avait un fort

surapprentissage qui biaisait les quantit�es. En revanche l'estimation d'h2
g en passant

par la transformation du param�etre de p�enalisation de la r�egression ridge a donn�e de

bons r�esultats, en accord avec les m�ethodes de r�ef�erence.

Nous avons donc essay�e notre m�ethode d'estimation d'h2
g sur les donn�ees de UK-

Biobank. Ici encore, les estimations d'h�eritabilit�e �etaient plutôt satisfaisantes et en

accord avec la m�ethode de r�ef�erence.
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Chapitre 5

Pouvoir pr�edictif de la r�egression

ridge

Dans ce chapitre nous nous int�eressons au comportement de l'erreur de pr�ediction

de l'estimateur ridge selon les dimensions de notre probl�eme. Nous commencerons par

proposer un bref aper�cu de la litt�erature, puis nous pr�esenterons l'id�ee de notre ap-

proximation et son application sur le MSE et le carr�e de la corr�elation puis en�n nous

v�eri�erons la validit�e de notre approximation sur des simulations et des donn�ees r�eelles.

5.1 Contexte

De nombreux auteurs se sont pench�es sur la pr�ecision des pr�edictions en s�election

g�enomique. La litt�erature d�e�nit cette pr�ecision comme le carr�e de la corr�elation entre

le ph�enotype et sa pr�ediction, ce qui n'est pas la d�e�nition la plus classique en apprentis-

sage statistique (o�u on pr�ef�erera l'erreur quadratique moyenne de pr�ediction). Plusieurs

auteurs se sont pench�es sur l'�ecriture de formules permettant d'approcher cette pr�e-

cision en la liant �a des quantit�es telles que la taille de l'ensemble d'apprentissage, le

nombre de variants ou encore l'h�eritabilit�e [Brard and Ricard, 2015]. Daetwyler et al.

[2008] donnent une formule de la corr�elation entre les e�ets g�en�etiques r�eels et les e�ets

g�en�etiques estim�es avec des r�egressions lin�eaires univari�ees sous hypoth�ese d'e�ets �xes,

supposant l'ind�ependance des variants causaux. Ils utilisent des r�egressions lin�eaires

univari�ees pour chacun des variants puis les combinent apr�es, ce qui est �equivalent au

calcul d'un Polygenic Risk Score(PRS) (voir Pharoah et al. [2002], Purcell et al. [2009]).

Les auteurs proposent d'approximer le pouvoir pr�edictif par
�
h2=(h2 + p

n )
� 2

avecn la

taille de l'�echantillon d'apprentissage A, p le nombre de variants ind�ependants eth2

l'h�eritabilit�e pour des ph�enotypes quantitatifs et qualitatifs. Notons qu'�a taille de A
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

�x�ee et �a cause du DL, l'int�egration d'un grand nombre de loci dans l'�etude compro-

met l'hypoth�ese d'ind�ependance et que cette formule semble mal se prêter au cadre des

GWAS. Goddard [2009] �etend cette formule aux GBLUP en rempla�cant le concept de

nombre de variants ind�ependants par le nombre e�ectif de variants ind�ependants (aussi

appel�e le nombre e�ectif de segments de chromosome ind�ependants et not�eM e). Les

auteurs proposent d'approximer le pouvoir pr�edictif par
r

1 � �
2n

p
a log( 1+ a+2

p
a

1+ a� 2
p

a ) avec

� = M e
h2 log(2Ne) et a = 1 + 2 M e

nh 2 log(2Ne) , o�u Ne repr�esente la taille de population e�ec-

tive. Par la suite une tr�es riche litt�erature s'est d�evelopp�ee autour de ces formules et

pour l'estimation de M e (voir [Brard and Ricard, 2015] pour une synth�ese). Daetwyler

et al. [2010] actualisent la formule propos�ee dans [Daetwyler et al., 2008] en rempla-

�cant le nombre total de loci par M e. Rabier et al. [2016] proposent, en supposant que

l'on dispose de variants en DL avec les variants causaux, une approximation duR2

par
p

h2
s

h2=(1� h2 )

E
h
kzT

te Z T V � 1k2
i

+ h 2

1� h 2

, avec zte repr�esentant un individu de test ind�ependant

de l'ensemble d'apprentissage,Z la matrice de marqueurs correspondant �a l'ensemble

d'apprentissage (que l'on consid�ere comme non-al�eatoire) etV = ZZ T + � I n . Elsen

[2017] utilise un d�eveloppement de Taylor (d'ordre 1) et propose comme approximation
nh 2

nh 2+ p(1� h2 ) d�ependant uniquement de l'h�eritabilit�e, du nombre de variants g�enotyp�es

et de la taille de A dans un cadre de petite dimension. Notons que l'auteur propose

�egalement une formule (plus complexe) avec un d�eveloppement de Taylor du second

ordre.

de Vlaming and Groenen [2015] ont montr�e �a l'aide de simulations un fort lien

entre PRS et r�egression ridge dans le cadre des GWAS (i.e. dans un cadre o�u l'en-

semble d'apprentissage est de "petite" taille). Les auteurs ont �egalement montr�e que les

capacit�es pr�edictives de la r�egression ridge s'am�eliorent quand la taille de l'ensemble

d'apprentissage augmente et deviennent meilleures que celles des PRS.

De los Campos et al. [2013] se sont int�eress�es au pouvoir pr�edictif des GBLUP pour

la g�en�etique humaine. Comme pour [Rabier et al., 2016], les auteurs ont utilis�e un mo-

d�ele avec les variants causaux et un mod�ele avec les marqueurs g�enotyp�es. Notons en�n

que dans leur article les auteurs ont montr�e que le carr�e de la corr�elation entre le ph�e-

notype et le GBLUP tend vers l'h�eritabilit�e si les individus sont non-apparent�es. Dans

leur article les auteurs restent toutefois tr�es pessimistes sur la capacit�e des GBLUP

�a e�ectuer de bonnes pr�edictions sur des donn�ees humaines de g�enotypage du fait du

DL incomplet entre marqueurs g�enotyp�es et variants causaux. Ils ont en particulier

montr�e qu'en absence de fort DL entre les variants causaux et g�enotyp�es, les donn�ees
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

de p�edigr�es am�enent de meilleures capacit�es pr�edictives que les donn�ees de population.

Dandine-Roulland and Perdry [2015] proposent d'approximer le coe�cient de d�e-

termination R2 (calcul�e sur un ensemble de test) de l'estimateur des BLUP sur des

donn�ees humaines parn(h2)2� , une formule lin�eaire en la taille deA et quadratique

en l'h�eritabilit�e mais �egalement fonction de � la variance des coe�cients de la matrice

ZZ T
te (avec ZT

te la matrice de g�enotype d'un �echantillon de test) qui est sûrement une

fonction de p. Les auteurs restent �egalement tr�es pessimistes sur la capacit�e des BLUP

�a pr�edire e�cacement un ph�enotype complexe chez l'humain.

Zhao and Zhu [2019] proposent des formules duR2 (non d�etaill�ees ici) pour la

pr�ediction crois�ee de ph�enotypes. Les auteurs se sont int�eress�es aux erreurs sur des

ensembles de test mais �egalement d'apprentissage, et ils ont li�e l'estimateur marginal

(le PRS) et l'estimateur de la r�egression ridge.

Nous allons ici pr�esenter une approximation simple de l'erreur de pr�ediction pour

l'estimateur de la r�egression ridge. Notre approximation n'a pas pour objectif d'appro-

cher la v�erit�e pour le vrai mod�ele biologique sous-jacent du ph�enotype mais plutôt de

donner une bonne intuition au lecteur de pourquoi le pouvoir pr�edictif de la r�egression

ridge (ou les GBLUP plus g�en�eralement) est souvent d�ecevant en g�en�etique humaine

pour des individus non-apparent�es.

5.2 Une approximation de pouvoir pr�edictif selon

le rapport n
p pour des donn�ees de GWAS

5.2.1 Id�ee de l'approximation

Nous proposons dans cette section des approximations a�n d'�ecrire l'erreur comme

une fonction du ratio n
p . Nous d�ecrivons rapidement les approximations que nous allons

faire ici.

Supposons que les individus n'ont pas de lien de parent�e donc la matrice de cova-

riance des individus est diagonale. La matrice de covariance des variants est �egalement

diagonale puisque l'on fait l'hypoth�ese de l'ind�ependance des variants. Supposons �egale-

ment que les donn�ees sont normalis�ees, alors les matricesZZ T et ZT Z sont les matrices

de covariance empirique des individus et des variants respectivement (�a un facteur mul-

tiplicatif p ou n pr�es). Nous proposons donc une approximation selon la valeur du ratio

n=p :
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

| Pour la grande dimension ( p > n ) la matrice ZZ T estime bien la matrice de

covariance des individus (�a un facteurp pr�es).

| A l'inverse ZT Z est un bon estimateur de la matrice de covariance des variants

quand n > p .

En r�esum�e, nous utiliserons l'approximation ZZ T ' pI n quand n < p et ZT Z ' nI p

quand n > p .

Posons �egalement les hypoth�eses suivantes :

| 8i 2 J1; nKvar(yi ) = 1 , alors on a� 2 = 1 � h2.

| l'h�eritabilit�e est "�equitablement r�epartie entre les variants"i.e. 8j 2 J1; pKvar(uj ) =
h2

p (ce qui correspond aux hypoth�eses du mod�ele mixte). Nous pourrons raison-

nablement approximer l'h�eritabilit�e par l'h�eritabilit�e g�enomique et donc utiliser

les liens entre� et h2.

| uT u ' p � h2

p et (Zu)T (Zu) ' nh2.

Nous allons appliquer notre approximation sur trois quantit�es : l'erreur de pr�edic-

tion calcul�ee pour un individu de test, l'erreur de pr�ediction calcul�ee sur l'ensemble

d'apprentissage et en�n le carr�e de la corr�elation calcul�e pour un individu de test.

Nous d�etaillerons les calculs pour l'erreur de pr�ediction pour un individu de test uni-

quement, et discuterons directement de l'approximation pour les autres quantit�es. Les

d�etails des ces derni�eres seront en annexe.

5.2.2 Pour l'erreur de pr�ediction sur l'ensemble de test

�Ecriture du dilemme biais-variance

Nous supposerons que notre ph�enotype suit les hypoth�eses du mod�ele polyg�enique

additif avec tous les variants causaux pour un jeu d'individus non-apparent�es

y = Zu + e: (5.1)

avec Z centr�ee et r�eduite par colonnes et e � N (0n ; � 2I n ). On rappelle queû =

ZT
�
ZZ T + � I n

� � 1
y tr =

�
ZT Z + � I p

� � 1
ZT y tr = K � y tr .

Nous allons regarder le comportement de l'erreur de pr�ediction de l'estimateur ridge

sans �xer les donn�ees de test. Pour la suite des calculs, l'indicetr fera r�ef�erence �a
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

l'ensemble d'apprentissage et l'indicete �a un individu de test. En supposant que la

matrice de g�enotypes de l'ensemble d'apprentissage est �x�ee, la formule d'esp�erance

totale nous permet d'�ecrire

Ey tr ;yte ;zte

h
(yte � ŷte)2

i
= Ezte

h
Ey tr ;yte jzte

h
(yte � ŷte)2

ii

= Ezte

�

var(yte jzte) + var(ŷte jzte) +
�
Ey tr jzte [ŷte] � Eyte jzte [yte]

� 2
�

:

Nous montrons facilement queEyte jzte [yte] = zT
teu et Ey tr jzte [ŷte] = zT

teK � Ey tr jzte [y tr ] =

zT
teK � (Zu). Nous pouvons alors �ecrire les termes de la d�ecomposition biais-variance sous

les formes suivantes :

var(yte jzte) = Eyte jzte

� �
yte � Eyte jzte [yte]

� 2
�

= Eyte jzte

h
e2

te

i
= � 2

var(ŷte jzte) = Ey tr jzte

h
ŷ2

te

i
� Ey tr jzte [ŷte]2

= Ey tr jzte

h
yT

tr K T
� ztezT

teK � y tr

i
� (Zu)T K T

� ztezT
teK � (Zu)

= tr
�
K T

� ztezT
teK � � 2I n

�
+ ( Zu)T K T

� ztezT
teK � (Zu)

� (Zu)T K T
� ztezT

teK � (Zu)

= � 2zT
teK � K T

� zte
�
Ey tr jzte [ŷte] � Eyte jzte [yte]

� 2
=

�
zT

teK � (Zu) � zT
teu

� 2

=
�
zT

te (K � Z � I p) u
� 2

= zT
te (K � Z � I p) uuT (K � Z � I p) zte:

En appliquant l'hypoth�ese que tous les variants sont ind�ependants et de même

varianceEzte [zte] = 0p et var(zte) = I p, nous obtenons

Ezte [var(yte jzte)] = � 2

Ezte [var(ŷte jzte)] = � 2tr
�
K � K T

�

�

Ezte

� �
Ey tr jzte [ŷte] � Eyte jzte [yte]

� 2
�

= uT (K � Z � I p)2 u

= uT (K � ZK � Z � 2K � Z + I p) u:

Notons que le premier terme n'est PAS la variance totale puisque qu'il y a un

conditionnement par zte. Les deux autres termes seront dans la suite abusivement

88



5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

appel�es variance et biais.

Le cas p > n

Dans le cadren < p nos approximations nous permettent d'�ecrire

ZZ T ' pI n ) K � '
1

p + �
ZT :

Cette approximation revient �a supposer que la matriceZZ T poss�ede n valeurs

propres �egales et valantp. Nous pouvons alors �ecrire les termes de l'erreur selon le

ratio n
p .

Ezte [var(ŷte jzte)] = � 2tr
�
K � K T

�

�

' � 2tr

0

@

 
1

p + �
ZT

!  
1

p + �
ZT

! T
1

A

= � 2

 
1

p + �

! 2

tr
�
ZT Z

�

' � 2

 
1

p + �

! 2

tr (pI n )

= � 2

 
1

p + �

! 2

np

= (1 � h2)(h2)2 n
p

Ezte

� �
Ey tr jzte [ŷte] � Eyte jzte [yte]

� 2
�

= uT (K � Z � I p)2 u

= uT

0

@

 
1

p + �

! 2

ZT ZZ T Z � 2

 
1

p + �

!

ZT Z + I p

1

A u

= p

 
1

p + �

! 2

(Zu)T (Zu) � 2

 
1

p + �

!

(Zu)T (Zu) + uT u

' p

 
1

p + �

! 2

nh2 � 2

 
1

p + �

!

nh2 + h2

=
n
p

(h2)3 � 2
n
p

(h2)2 + h2

= h2

 

1 +
n
p

�
(h2)2 � 2h2

�
!

:
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

En additionnant les termes d'erreur irr�eductible, de biais et de variance, nous ob-

tenons l'approximation suivante de l'erreur quadratique :

Ey tr ;yte ;zte

h
(yte � ŷte)2

i
' 1 � h2 + (1 � h2)(h2)2 n

p
+ h2

 

1 +
n
p

�
(h2)2 � 2h2

�
!

= 1 + h2

 

� 1 + (1 � h2)h2 n
p

+ 1 +
n
p

�
(h2)2 � 2h2

�
!

= 1 �
n
p

(h2)2:

Le cas n > p

Dans le cadren > p nos approximations nous permettent d'�ecrire

ZT Z ' nI p ) K � '
1

n + �
ZT

Avec un peu d'alg�ebre nous avons les �egalit�es suivantes (voir leurs d�emonstrations

en annexe C.1.1) :

n
n + �

=
n
p � h2

1 + h2 � ( n
p � 1)

(5.2)

�
n + �

=
1 � h2

1 + h2( n
p � 1)

(5.3)

Nous pouvons alors approximer les termes de biais et de variance :

Ezte [var(ŷte jzte)] = � 2tr
�
K � K T

�

�

' � 2tr

 � 1
n + �

� 2

ZT Z

!

' � 2
� 1

n + �

� 2

np

= � 2 1
n
p

0

@
n
p � h2

1 + h2 � ( n
p � 1)

1

A

2
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Ezte

� �
Ey tr jzte [ŷte] � Eyte jzte [yte]

� 2
�

= uT (K � ZK � Z � 2K � Z + I p) u

' uT

 � 1
n + �

� 2

ZT ZZ T Z � 2
� 1

n + �

�

ZT Z + I p

!

u

'
� n

n + �
� 1

� 2

uT u '
� n

n + �
� 1

� 2

h2

=

0

@ 1 � h2

1 + h2( n
p � 1)

1

A

2

h2

En sommant ces expressions et en simpli�ant, nous arrivons �a l'expression de l'erreur

quadratique suivante :

Ey tr ;yte ;zte

h
(yte � ŷte)2

i
' (1 � h2)

1 + n
p h2

1 + h2( n
p � 1)

En r�esum�e, apr�es avoir group�e les expressions de l'erreur quadratique, de la variance

et du carr�e du biais, nous avons

Ey tr ;yte ;zte

h
(yte � ŷte)2

i
'

8
><

>:

1 � n
p (h2)2 si n < p

(1 � h2)
1+ n

p h2

1+ h2 ( n
p � 1) sinon.

(5.4)

Ezte [var(ŷte jzte)] '

8
><

>:

(1 � h2)(h2)2 n
p si n < p

(1 � h2) 1
n
p

� n
p � h2

1+ h2 � ( n
p � 1)

� 2

sinon.
(5.5)

Ezte

� �
Ey tr jzte [ŷte] � Eyte jzte [yte]

� 2
�

'

8
><

>:

h2
�
1 + n

p ((h2)2 � 2h2)
�

si n < p
�

1� h2

1+ h2 ( n
p � 1)

� 2

h2 sinon.
(5.6)

Nous avons v�eri��e en annexe C.1.2 que les limites de ces quantit�es sont coh�erentes.

Nous avons trac�e en 5.1 les courbes des trois quantit�es que nous avons approch�ees

selon di��erentes valeurs d'h�eritabilit�e. Commen�cons par voir que l'erreur (�gure 5.1a)

est une fonction d�ecroissante enn=p et qui tend vers l'erreur irr�eductible quand n
p !

+ 1 , ce qui est un comportement normal d'un point de vue statistique : plus on a

d'individus et plus l'erreur de pr�ediction est cens�ee diminuer jusqu'�a atteindre son

erreur minimale qu'est l'erreur irr�eductible. L'autre cas extrême donne un r�esultat plus

surprenant. En e�et nous voyons que même pour une h�eritabilit�e de 1, l'erreur tend

vers 1 quand n
p ! 0. Autrement dit même dans un cadre o�u il n'y a aucun al�ea, il
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est impossible de faire de bonne pr�ediction quandn << p . Une interpr�etation est que

quand le ration=p devient trop faible, l'estimateur de la ridge tend vers un vecteur nul.

Notons �egalement que l'approximation est croissante enh2.

Nous allons maintenant d�ecrire le carr�e du biais (�gure 5.1b) et la variance (�gure

5.1c). Nous voyons que le carr�e du biais est une fonction d�ecroissante enn=p, qui tend

vers h2 quand n=p ! 0 et vers 0 quandn=p ! + 1 .

La variance est une fonction non monotone den=p qui a un maximum dans]1; + 1 [

si h2 < 2=3 (cette valeur est obtenue par la d�erivation de l'approximation de la variance

quand n=p > 1 que nous ne d�etaillerons pas ici) tandis que le maximum est enn=p = 1

si h2 � 2=3. Elle tend �a droite et �a gauche vers 0.

Les limites �a droite du carr�e du biais et de la variance ne sont pas surprenantes :

plus on a d'individus, moins la r�egression ridge a besoin de s'�eloigner de l'estimateur

des moindres carr�es (qui est sans biais). Il est donc coh�erent que le carr�e du biais et la

variance tendent vers 0 quandn=p ! + 1 .

Lorsque p >> n , pour une valeur de� optimale (proportionnelle �a p), le biais

domine la variance. L'estimateur des param�etres de la r�egression ridge tend vers le

vecteur nul et sa variance vers 0. Ainsi, de par l'�equation du compromis biais-variance,

le carr�e du biais tend vers l'h�eritabilit�e car la variance totale du ph�enotype (et donc

l'erreur dans notre cas) vaut l'unit�e.

Dans la section 5.3, nous proposerons une interpr�etation de cette approximation de

la r�egression ridge pour la voir comme une combinaison d'estimateurs des marginales

et reviendrons sur ces r�esultats.

5.2.3 Pour l'erreur de pr�ediction sur l'ensemble d'apprentis-

sage

En utilisant notre approximation, il est possible d'�ecrire l'erreur de pr�ediction sur

l'ensemble d'apprentissage comme :

Ey tr

� 1
n

(y tr � ŷ tr )T (y tr � ŷ tr )
�

'

8
><

>:

(1 � h2)2 si n < p

1 � 2 n
n+ �

�
p
n (1 � h2) + h2

�
+

�
n

n+ �

� 2 �
p
n (1 � h2) + h2

�
sinon.

Comme pour l'erreur sur le test, nous avons trac�e un graphe de l'erreur sur l'en-

semble d'apprentissage pour di��erentes valeurs d'h2 dans la �gure 5.2. Un r�esultat tr�es

surprenant est que l'erreur ne semble pas d�ependre du ration=p quand celui-ci est
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inf�erieur �a 1. A l'inverse quand ce dernier est sup�erieur �a 1, l'erreur est une fonction

croissante qui tend vers l'erreur irr�eductible. Ce comportement d�emontre que le surap-

prentissage est visible dans l'erreur calcul�ee sans ensemble de test puisque l'on arrive

�a faire "mieux" que l'erreur irr�eductible. Remarquons �egalement que la di��erence de

l'erreur th�eorique entre l'ensemble de test et l'ensemble d'apprentissage est une fonc-

tion positive et d�ecroissante (car c'est la somme d'une fonction d�ecroissante moins une

fonction croissante) ce qui indique �egalement un surapprentissage qui diminue quand

le ration n=p augmente.

Figure 5.2 { Erreur quadratique th�eorique avec notre approximation sur l'ensemble de d'ap-
prentissage selon le logarithme du ration=p en supposant que la variance totale du ph�enotype
vaut 1. Chaque courbe correspond �a une h�eritabilit�e simul�ee.

5.2.4 Pour le carr�e de la corr�elation

Rappelons qu'une mesure de pouvoir pr�edictif couramment utilis�ee est le carr�e de

la corr�elation entre une pr�ediction d'un individu de test et son ph�enotype [Daetwyler

et al., 2010, Goddard, 2009]. Cette quantit�e intuitive a l'inconv�enient de mesurer la

colin�earit�e des pr�edictions avec les ph�enotypes sans v�eri�er si les quantit�es sont �a la
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même �echelle. Bien qu'elle ne soit pas r�eellement une mesure de pouvoir pr�edictif, cette

corr�elation est tr�es utilis�ee dans la litt�erature. En utilisant notre approximation, cette

quantit�e devient

corr2(ŷte; yte) '

8
><

>:

n
p (h2)2 si n < p

(h2 )2

p
n (1� h2 )+ h2 ; sinon.

(5.7)

Le graphe 5.3 montre le comportement de la corr�elation au carr�e selon le ratio

n=p pour di��erentes valeurs de h2. Nous voyons d'abord que cette corr�elation est une

fonction croissante selonn=p, qui part de 0 quandn=p ! 0. On remarque �egalement que

plus l'h�eritabilit�e est �elev�ee, plus la corr�elation l'est. Comme pour l'erreur quadratique

sur le test, il est donc impossible de faire de bonnes pr�edictions dans un contexte de

grande dimension même quand l'h�eritabilit�e est �elev�ee. De l'autre côt�e de la courbe, le

carr�e de la corr�elation tend vers h2 quand n=p ! + 1 .

Figure 5.3 { Carr�e de la corr�elation th�eorique avec notre approximation sur l'ensemble de
test selon le logarithme du ratio n=p en supposant que la variance totale de la r�eponse vaut
1. Chaque courbe correspond �a une h�eritabilit�e simul�ee.

Comme vu pour la corr�elation, notre approximation peut servir �a approcher diverses
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quantit�es. Nous avons �egalement approch�e leR2 et l'h�eritabilit�e de ratio, les calculs et

r�esultats sont disponibles en annexe.

5.3 Interpr�etation de l'approximation

Commen�cons par d�e�nir l'estimateur des e�ets marginaux. Pour un variant j 2

J1; pK, nous pouvons estimer son e�et marginal selon le mod�ele lin�eaire

y = zj us;j + e:

L'estimateur de l'e�et de ce variant par les moindres carr�es est

ûs;j = ( zT
j zj )� 1zT

j y:

Nous pouvons alors d�e�nir le vecteur d'estimation de l'ensemble des r�egressions

univari�ees par

ûs =
�
diag(ZT Z)

� � 1
ZT y:

En supposant que diag(ZT Z) ' nI p, nous avons alors

ûs '
1
n

ZT y:

Notons que si nous supposons un centrage empirique, alors diag(ZT Z) = nI p et l'ap-

proximation ci-dessus devient une �egalit�e.

�Ecrivons maintenant l'estimateur ridge avec les approximations d�e�nies plus haut.

Dans le cas de la grande dimension,

ûR = K � y '
1

p + �
ZT y

=
p

p + �
n
p

�
1
n

ZT y

'
n
p

h2ûs:

Notre approximation revient �a estimer l'estimateur ridge par l'estimateur de l'en-

semble des r�egressions univari�ees multipli�e par une constante. La constante est toujours

inf�erieure �a 1 et diminue avec la "di�cult�e" du probl�eme (i.e. quand le ratio n=p et l'h�e-
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ritabilit�e sont faibles). Sous cette forme on comprend la faible qualit�e des pr�edictions

dans le contexte des GWAS : si n est tr�es faible devant p alors la constante est tr�es

faible et les pr�edictions des e�ets sont tr�es proches de 0. Nous comprenons �egalement

mieux pourquoi le terme de variance tend vers 0, puisque la constante tend vers 0.

De même en petite dimension

ûR = K � y '
1

n + �
ZT y

=
n

n + �
�

1
n

ZT y

'
n
p � h2

1 + h2 � ( n
p � 1)

ûs:

L'estimateur de la ridge peut donc encore être approch�e par une multiplication

par une constante de l'ensemble des r�egressions univari�ees. Une �etude des capacit�es

pr�edictives de la ridge, des BLUPs et de l'estimateur des marginales a �et�e r�ealis�ee dans

[Zhao and Zhu, 2019]. Un futur travail sera de comparer nos approximations aux leurs

et de regarder si nos r�esultats respectifs sont coh�erents.

5.4 Simulations

5.4.1 Description des simulations

Nous allons utiliser des simulations pour v�eri�er notre approximation. Nous allons

regarder le comportement de l'erreur attendue de pr�ediction sur un ensemble de test

et le carr�e de la corr�elation pour un nombre croissant de variables dans le mod�ele. Les

simulations suivent le protocole suivant :

Nous posonsntr = 1000, nte = 5000, Ep un ensemble de nombre de variants dans

l'�etude avec pmax = max(Ep) = 50000 et h2 = 0:6.

1. Simulation d'un vecteur de fr�equences all�eliquesf � U pmax (0:05; 0:5).

2. Simulation d'un vecteur d'e�ets g�en�etiques u � N
�
0pmax ; h2

pmax
I pmax

�
:

3. Pour p 2 Ep,

(a) Nous posons� opt = p1� h2

h2 .

97



5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

(b) G�en�eration d'un vecteur d'e�ets g�en�etiques up = ( u1; :::; up) �
q

pmax
p com-

pos�e desp premi�eres composantes deu. On a var(u) = h2

p I p.

(c) Simulation d'une matrice de g�enotypes de testM te et Z te sa version norma-

lis�ee par f .

(d) Simulation d'un vecteur de bruit ete � N (0n te ; (1 � h2)I n te ) et d'un vecteur

de ph�enotype y te = Z teup + ete.

(e) Pour k 2 J1; 300K,

i. Simulation d'une matrice de g�enotypes de trainM tr;k et Z tr;k sa version

normalis�ee par f .

ii. Simulation d'un vecteur de bruit etr;k � N (0n tr ; (1 � h2)I n tr ) et d'un

vecteur de ph�enotypey tr;k = Z tr;k up + etr;k .

iii. Calcul du vecteur d'estimation des e�ets g�en�etiquesûp
k (avec une r�egres-

sion ridge avec pour param�etre de p�enalisation� opt) puis calcul d'un

vecteur de pr�edictions pour l'ensemble de test̂y te;k .

(f) Calcul de ĝp =
�

1
300

P
k2 J1;300K

h
ŷ te;k

i

i

�

i 2 J1;n te K
.

(g) Estimation de errp = 1
300

P
i 2 J1;n te K

1
n te






 y te;k � ĝp








2

2
,

de biais2p = 1
n te

P
i 2 J1;n te K

�h
zT

teu � ĝp

i

i

� 2

et de varp = 1
300

P
i 2 J1;n te K

1
n te






 ŷ te;k � ĝp








2

2
.

Rappelons que les termes "biais" et "variance" sont utilis�es abusivement, car nous n'uti-

lisons pas la formulation classique du dilemme biais-variance.

Pour les simulations, nous prendrons les valeurs dep suivantes :

Ep = f 50000; 25000; 16667; 12500; 10000; 5000; 3333; 2500; 2000; 1667;

1429; 1250; 1111; 1000; 500; 136; 79; 56; 43; 35; 29; 25; 22; 20g;

ce qui �equivaut �a prendre un vecteur de ratio �egal �a

En=p = f 0:02; 0:04; 0:06; 0:08; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5; 0:6; 0:7; 0:8; 0:9; 1;

2; 7:33; 12:67; 18; 23:33; 28:67; 34; 39:33; 44:67; 50g:
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5.4.2 R�esultat pour l'erreur de pr�ediction sur l'ensemble de

test

Comportement moyen

Les r�esultats sur le comportement de l'erreur, du biais et de la variance sont pr�e-

sent�es dans le graphe 5.4. Commen�cons par l'erreur quadratique (�gure 5.4a) : nous

voyons que l'erreur quadratique moyenne suit plutôt bien notre approximation. En

particulier nous remarquons que l'erreur tend vers 1 (donc l'erreur maximale) quand
n
p ! 0 i.e. en tr�es grande dimension la r�egression ridge est incapable de donner des

pr�edictions acceptables. A l'inverse quandn
p ! + 1 l'erreur tend vers0:4 = 1 � h2 i.e.

l'erreur irr�eductible et donc la r�egression ridge pr�edit de fa�con parfaitement satisfai-

sante. Remarquons �egalement que l'approximation semble moins bonne aux alentours

de n=p ' 1 ce qui n'est pas tr�es �etonnant car c'est dans cette zone que nos approxima-

tions des matrices de covariance par leurs esp�erances sont les moins valides.

Regardons maintenant le carr�e du biais (�gure 5.4b). Encore une fois le comporte-

ment moyen suit bien l'approximation : le carr�e du biais est une fonction d�ecroissante

tendant vers0:6 = h2 quand n
p ! 0 et vers 0 quandn

p ! + 1 .

La variance (�gure 5.4c) est peut-être la quantit�e que nous approchons le moins

bien. En e�et même si la courbe de notre approximation suit raisonnablement bien le

comportement moyen, la variance semble toujours être sous-estim�ee et en particulier

pour la r�egion n
p < 1. Malgr�e tout, l'approximation reste plutôt bonne et le comporte-

ment moyen semble tendre �a droite et �a gauche vers 0.

Dispersion des estimations

Nous avons regard�e le comportement moyen de l'erreur quadratique, nous allons

maintenant regarder la variabilit�e de ces estimations selon deux strat�egies. Dans la

�gure 5.5a nous avons calcul�e l'erreur quadratique moyenne pour chacun des 300 en-

sembles d'apprentissage et repr�esent�e le comportement moyen plus ou moins un �ecart-

type pour la dispersion selon ces 300 points. Dans la �gure 5.5b nous avons calcul�e

pour chaque point de l'ensemble de test une pr�ediction moyenne selon les 300 en-

sembles d'apprentissage et repr�esent�e l'�ecart-type au sein des individus de l'ensemble

de test.

Nous voyons que les barres d'erreur sont bien plus grandes dans la �gure 5.5b que

dans la �gure 5.5a, ce qui montre que l'erreur pr�edictive est principalement due �a la
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pr�ediction individuelle et peu au choix de l'ensemble d'apprentissage. Une explication

pourrait être la pr�esence dans l'ensemble de test d'individus avec un grand terme

environnemental (au sens de Yang et al. i.e. avec un grand terme de bruit) : ces individus

seront toujours mal pr�edits (même dans un cadre de petite dimension) quel que soit

l'ensemble d'apprentissage, et ils font donc exploser l'erreur.

(a) Selon l'ensemble d'apprentissage (b) Selon les individus de test de test

Figure 5.5 { Graphe du comportement moyen de l'erreur quadratique et de sa variabilit�e
selon le log du ration=p obtenus par simulations. Les points noirs correspondent au valeurs
des quantit�es moyennes selon les ensembles d'apprentissage et de test pour les di��erentes
valeurs de ratio n=p. La courbe rouge correspond �a notre approximation. Les barres d'erreur
dans les panneaux (a) et (b) correspondent �a un �ecart-type selon deux strat�egies. Le panneau
(a) correspond �a la variabilit�e de l'erreur sur les 300 ensembles d'apprentissage et le panneau
(b) la variabilit�e des erreurs de l'ensemble de test.

5.4.3 R�esultats pour le carr�e de la corr�elation

Dans la section pr�ec�edente nous avons pu v�eri�er la validit�e de notre approxima-

tion avec l'erreur pr�edictive. Pour pouvoir nous comparer �a la litt�erature, nous allons

maintenant regarder le comportement du carr�e de la corr�elation sur les simulations.

Notre objectif n'est pas de r�ealiser une comparaison exhaustive des m�ethodes de la

litt�erature, mais plutôt de v�eri�er la validit�e de notre approximation.

La �gure 5.6 montre le comportement du carr�e de la corr�elation pour di��erents ratios

n/p. Nous y voyons que la corr�elation est une fonction croissante en n/p, qui tend vers

0 quand n=p ! 0 et �egalement versh2
sim = 0:6 quand n=p ! + 1 . Ce n'est pas un

r�esultat inattendu : ce sont les comportements asymptotiques de notre approximation.
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Les points saumons repr�esentant les 300 r�eplications de l'ensemble d'apprentissage pour

chaque valeur de rapport n/p sont peu dispers�es. Nous pouvons donc en conclure que

comme pour l'erreur pr�edictive la variance inter-�etude de notre quantit�e n'est pas tr�es

�elev�ee.

La courbe de notre approximation (courbe verte) suit plutôt bien les points moyens.

Nous remarquons encore une fois que l'approximation est moins bonne quand le ratio

n/p est d'environ 1. La courbe rouge correspond �a la fonctionn; p; h2 7!
�

h2p
h2+ p=n

� 2

et a �et�e propos�ee par Daetwyler et al. [2008] tandis que la courbe en bleu correspond �a

la fonction n; p; h2 7! h2 � h2
p
n (1� h2 )+ h2 qui correspond �a l'approximation de Rabier et al.

[2016].

Pour la zone o�u n < p , l'approximation de Daetwyler a tendance �a sous-estimer

la corr�elation et qu'�a l'inverse notre approximation surestime la corr�elation. Les deux

approximations semblent toutefois être assez proches l'une de l'autre, en particulier

quand n=p ! 0. L'approximation de Rabier semble par contre s�ev�erement sur-estimer

la corr�elation.

Dans la zonen > p notre approximation et celle de Rabier sont confondues. Ici

encore notre approximation surestime l�eg�erement l'erreur et celle de Daetwyler la sous-

estime. Toutefois sur cette section notre approximation semble mieux coller les simu-

lations que celle de Daetwyler.
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Figure 5.6 { Graphe du carr�e de la corr�elation moyen sur un ensemble de test selon le ratio
n/p sur des donn�ees simul�ees. Chaque point saumon correspond au carr�e de la corr�elation
pour une des 300 �etudes simul�ees et les points noirs correspondent aux valeurs moyennes pour
chaque valeur du ratio n=p simul�ee. L'h�eritabilit�e simul�ee vaut 0.6. Les courbes verte, rouge
et bleu correspondent respectivement �a notre approximation, celle de Daetwyler et celle de
Rabier avec une h�eritabilit�e �x�ee �a 0.6.
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5.5 Application aux donn�ees UK Biobank

5.5.1 Description de l'approche

Dans les sections pr�ec�edentes de ce chapitre, nous avons �etudi�e le comportement

th�eorique de pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge selon le ratio n/p. Nous allons

maintenant regarder si ce comportement se v�eri�e sur des donn�ees r�eelles. Sur des don-

n�ees r�eelles, nous souhaiterons souvent ajouter au mod�ele des variables non-p�enalis�ees

comme des covariables cliniques par exemple. Notre mod�ele sera de la forme

y = X � + Zu + e = f + g + e:

De nombreuses questions sont ouvertes : comment calculer les di��erents termes de la

pr�ediction ? comment les �evaluer ? lesquels �evaluer ?

Commen�cons par savoir comment les calculer : en e�et nous voulons ici utiliser la

r�egression ridge pour estimer les e�ets g�en�etiques mais notre mod�ele int�egre �egalement

des covariables non-g�en�etiques. Or nos calculs des sections pr�ec�edentes n'avaient pas

pris en compte la pr�esence d'e�ets �xes. L'estimation jointe des e�ets des variables

non-p�enalis�ees et p�enalis�ees dans la r�egression ridge est quelque chose d'assez mal

d�e�ni. Faute de mieux nous avons opt�e pour une estimation en deux temps des e�ets

p�enalis�es et non-p�enalis�es. Dans le chapitre 7 nous pr�esenterons quelques id�ees pour

une estimation plus satisfaisante des e�ets.

Comme montr�e pr�ec�edemment, en utilisant une approche bas�ee sur une projection,

il est possible d'estimeru en prenant en compte les e�ets �xes. Pour l'estimation des

e�ets �xes, nous pouvons nous demander si nous devons prendre en compte le terme

g�en�etique. Devons-nous e�ectuer une r�egression lin�eaire sur les covariables en utilisant

comme r�eponse les ph�enotypes directement (estimation disjointe) ou bien plutôt en

utilisant les r�esidus des ph�enotypes obtenus par soustraction de l'estimation du terme

g�en�etique (estimation "semi-disjointe") ? Nous allons tester ces deux approches pour

voir si des di��erences notables apparaissent.

Pour la question de savoir comment �evaluer le pouvoir pr�edictif, nous nous int�e-

resserons �a 4 crit�eres : leMSE , le coe�cient de d�etermination R2, la corr�elation et

l'h�eritabilit�e de ratio. Le MSE calcule la capacit�e de pr�ediction mais a pour principal

d�efaut de n'être pas tr�es comparable d'une �etude ou d'un ph�enotype �a l'autre. Les

autres quantit�es permettront plus de comparaisons. Le carr�e de la corr�elation entre
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

ph�enotype et pr�ediction n'est pas rigoureusement une capacit�e de pr�ediction mais a

l'avantage d'être une quantit�e born�ee et surtout d'être un standard de la litt�erature.

Le R2 sur un ensemble de test est une quantit�e qui permet d'illustrer la capacit�e de

pr�ediction tout en rendant la comparaison possible (même si, comme on est sur un

ensemble de test, on perd le côt�e born�e entre 0 et 1). En�n l'h�eritabilit�e de ratio sur

un ensemble de test ne mesure pas la qualit�e de la pr�ediction mais plutôt l'amplitude

de la pr�ediction par rapport �a la r�eponse.

En�n que regarder ? Nous pouvons nous int�eresser �a la pr�ediction du ph�enotype

(donc avec pr�ediction des e�ets �xes ET des e�ets g�en�etiques). Mais nous pouvons

�egalement être plus int�eress�es par les performances de pr�ediction du terme g�en�etique

uniquement et donc comparer pr�ediction g�en�etique et r�esidus du ph�enotype apr�es sous-

traction des e�ets �xes. Nous pouvons aussi regarder les pr�edictions par uniquement

les e�ets �xes ou g�en�etiques pour voir lesquels jouent un plus grand rôle.

Description des exp�eriences

Ici nous d�ecrivons notre protocole op�eratoire pour l'�evaluation du pouvoir pr�edictif

selon le ration=p. Contrairement aux simulations o�u nous faisions varier le ration=p

en jouant surp, nous allons ici faire variern et p sera constant. Les di��erentes valeurs

de n utilis�ees sont report�ees dans la table 5.1.

Nous utiliserons les mêmes proc�edures de pr�etraitement et les mêmes covariables que

dans les estimations d'h�eritabilit�e de la section 4.5. Nous utiliserons les VWB comme

population et les CP fournies par UKBiobank pour prendre en compte la structure de

population. Pour chaque valeur den �etudi�ee, nous allons sous-�echantillonner plusieurs

ensembles d'apprentissage et calculer les quantit�es d'int�erêt pour chacun de ces sous-

�echantillonnages (voir table 5.2 pour le nombre d'ensembles d'apprentissage associ�e �a

chaquen).

Nous allons �egalement s�electionner al�eatoirement deux �echantillons de 1000 indivi-

dus ind�ependants parmi les individus de UKBiobank : un ensemble destandardisation

destin�e �a l'apprentissage des e�ets non-p�enalis�es (nous pouvons nous permettre de

r�eserver des donn�ees pour cette tâche car nous sommes en situation de richesse de

donn�ees) et un ensemble de test pour �evaluer les capacit�es pr�edictives. Notons que ces

ensembles ne sont choisis qu'une fois et seront donc les mêmes pour toutes les tailles

d'ensemble d'apprentissage et leurs r�ep�etitions respectives.
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

En pratique, pour chaque valeur den et chaque r�ep�etition, notre plan d'exp�erience

est le suivant :

1. �Echantillonage d'un ensemble d'apprentissage de taillen ind�ependant des en-

sembles de standardisation et de test.

2. Application des �ltres de pr�etraitement d�ecrits dans la section 4.5.2 �a l'ensemble

d'apprentissage. Les variants exclus de l'ensemble d'apprentissage le sont �egale-

ment des ensembles de standardisation et de test.

3. Calcul d'un estimateur des e�ets g�en�etiques avec une approche type projection

pour prendre en compte les e�ets non-p�enalis�es. Le param�etre de p�enalisation est

obtenu par GCV.

ûR = ZT
tr CT

tr

�
C tr Z tr ZT

tr CT
tr + � GCV I n� r

� � 1
C tr y tr

4. Calcul d'un estimateur des e�ets non-p�enalis�es. Nous testerons les deux ap-

proches : en utilisant comme r�eponse les r�esidus du ph�enotype apr�es soustraction

de l'estimation du terme g�en�etique

�̂ 2 =
�
X T

stdX std

� � 1
X T

std (ystd � Zstd ûR) : (5.8)

ou bien directement le ph�enotype

�̂ 1 =
�
X T

stdX std

� � 1
X T

stdystd (5.9)

5. Calcul de l'estimateur du terme g�en�etique, du terme non-p�enalis�e et de l'estima-

teur du ph�enotype sur le jeu detest.

ĝte = Z teûR

f̂ te = X te �̂

ŷ te = f̂ te + ĝte

6. Calcul du MSE, du carr�e de la corr�elation, duR2 et de l'h�eritabilit�e de ratio entre

les di��erentes quantit�es d'int�erêt ( ĝte; f̂ te; ŷ te et y te).
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

Ensemble Cardinal
Apprentissage f 1000; 2000; 5000; 10000; 20000g

Standardisation 1000
Test 1000

Tableau 5.1 { Taille des ensembles d'apprentissage pour l'�evaluation du pouvoir pr�edictif
sur les donn�ees r�eelles.

Taille de l'ensemble d'apprentissage 1000 2000 5000 10 000 20 000
Nombre de r�ep�etitions 100 70 50 20 10

Tableau 5.2 { Nombre de r�ep�etitions pour l'�evaluation du pouvoir pr�edictif sur donn�ees
r�eelles. Valeurs �a v�eri�er

5.5.2 �Evolution des pouvoirs pr�edictifs selon n sur UKBio-

bank.

L'ensemble des r�esultats que nous allons maintenant commenter se r�esume en s�erie

de graphes. Il y a une boite de graphes pour chacun des quatre ph�enotypes (taille, IMC,

circonf�erence des hanches et tour de taille). Dans chacune de ces boites se trouveront

plusieurs boxplots associ�es �a di��erentes quantit�es pour di��erentes mesures.

Commen�cons par le graphe 5.7. Dans chaque boite on trouve un boxplot d'es-

timation d'h�eritabilit�e (calcul�ee en transformant le param�etre de p�enalisation d'une

r�egression ridge choisi par GCV en utilisant une matrice de contraste), un boxplot de

degr�es de libert�e e�ectifs tels que d�e�nis en (1.15) divis�es par la taille de l'�echantillon

de test (que nous appellerons d.d.l.e.n. pourdegr�es de libert�e e�ectifs normalis�es) et

un boxplot de la variance empirique des coe�cients de l'estimation du vecteur d'e�ets

des variants par la r�egression ridgêuR . Les d.d.l.e. sont une mesure de complexit�e clas-

sique pour la r�egression ridge et sont born�es entre 0 etn car nous sommes en grande

dimension. En divisant ces d.d.l.e. par leur maximum, nous obtenons donc une mesure

de complexit�e comparable pour les di��erentes valeurs den.

Pour tous les ph�enotypes, l'estimation d'h�eritabilit�e est tr�es dispers�ee quand n=p

est faible puis se stabilise quandn=p augmente. En supposant que la valeur stabilis�ee

est la plus �able, nous obtenons ainsi une estimation �a environ 0.73 pour la taille, 0.33

pour l'IMC, 0.3 pour la circonf�erence des hanches et 0.28 pour le tour de taille. Nous

observons un comportement tr�es similaire pour les d.d.l.e.n. : une grande instabilit�e

pour les faibles valeurs den, puis une stabilisation quandn augmente. Ainsi pour la

taille, les d.d.l.e.n. vont tendre vers 0.66 pour la taille, 0.30 pour l'IMC, 0.27 pour la

circonf�erence des hanches et 0.25 pour le tour de taille.
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

Pour la variance empirique des coe�cients de l'estimation du vecteur d'e�et des

variants, nous constatons pour tous les ph�enotypes une augmentation avecn. Nous

regardons si cette augmentation est lin�eaire en utilisant la corr�elation entre le ration=p

et cette quantit�e. La corr�elation donne des valeurs �elev�ees pour les di��erents ph�enotypes

(plus de 90% pour la taille, environ 70% pour l'IMC et la circonf�erence des hanches

et en�n environ 65% pour le tour de taille). Nous proposons �egalement en annexe C.4

une approximation de la variance des coe�cients du vecteur d'estimation des e�ets

g�en�etiques qui con�rme notre intuition d'une augmentation de cette variance selon n.

Les graphes 5.8, 5.10, 5.11 et 5.9 pr�esentent respectivement les mesures de MSE,

de R2, d'h�eritabilit�e de ratio et de corr�elation ph�enotype/pr�ediction. Pour chacune de

ces quantit�es et pour chaque ph�enotype, les informations sont organis�ees de la mani�ere

suivante :

| Dans le coin gauche en haut de chaque cadre se trouve la quantit�e calcul�ee entre

le ph�enotype et l'estimateur des e�ets �xes.

| En bas �a gauche se trouve la quantit�e calcul�ee entre les r�esidus du ph�enotype

(apr�es soustraction des e�ets �xes) et l'estimateur des e�ets g�en�etiques.

| En haut �a droite se trouve la quantit�e calcul�ee entre le ph�enotype et la pr�ediction

du ph�enotype (e�ets �xes + e�ets g�en�etiques).

| En bas �a droite se trouve la quantit�e calcul�ee entre le ph�enotype et la pr�ediction

du terme g�en�etique.

Nous signalons �egalement que sauf pour les calculs entre ph�enotype et pr�ediction du

terme g�en�etique, nous estimerons les e�ets �xes avec� 1 et � 2 comme d�ecrit plus haut.

Commen�cons par d�ecrire les r�esultats sur le MSE calcul�e entre le ph�enotype et

l'estimateur des e�ets �xes. On remarque qu'en utilisant � 1 l'estimation des e�ets

�xes est tr�es stable selonn pour tous les ph�enotypes, ce qui n'est pas surprenant car

nous sommes dans un cadre tr�es favorable pour l'apprentissage (beaucoup de donn�ees

pour un faible nombre d'e�ets �a estimer). En utilisant � 2 nous voyons apparâ�tre de

la variance dans les estimations qui semble augmenter avecn. Nous constatons une

augmentation des capacit�es pr�edictives pour la taille mais ce n'est pas le cas des autres

ph�enotypes pour lesquels le MSE semble diminuer avec n puis augmenter pourn =

20000. De notre point de vue ce ph�enom�ene de remont�ee est un bruit statistique dû au

faible nombre de points pourn = 20000 et n'est donc pas tr�es inqui�etant. De plus la

variance entre r�eplications reste tr�es faible et les MSE restent tr�es proches de la valeur

obtenue en utilisant � 1.
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Regardons maintenant les MSE entre le ph�enotype et sa pr�ediction : nous remar-

quons que pour tous les ph�enotypes le MSE diminue avec n et que l'e�et semble signi-

�catif. La variance des estimations semble augmenter avecn, ce qui est probablement

un e�et de la diminution du nombre de r�eplications. Nous remarquons �egalement que

l'e�et de n semble plus �elev�e et visible pour la taille qui a une h�eritabilit�e �elev�ee.

Par d�e�nition les MSE entre le ph�enotype et sa pr�ediction et le MSE entre les r�esidus

du ph�enotype (apr�es soustraction des e�ets �xes) et l'estimateur des e�ets g�en�etiques

sont identiques et les r�esultats seront donc les mêmes que ceux d�ecrits en haut.

En�n le MSE entre le ph�enotype et la pr�ediction des e�ets g�en�etiques donne des

r�esultats di�ciles �a interpr�eter : en e�et pour la taille le MSE ne semble pas diminuer

avec n, et pour les autres ph�enotypes une l�eg�ere baisse est visible. Nous avons deux

explications : d'une part les e�ets �xes sont sans doute beaucoup plus forts que les

e�ets g�en�etiques estim�es (pour la taille notamment) si bien qu'ils "cachent"ces derniers.

D'autre part le nombre de r�eplications est trop faible pour les grandes valeurs de n et

am�ene un bruit statistique.

Int�eressons nous maintenant aux r�esultats pour le carr�e de la corr�elation. Pour la

pr�ediction avec uniquement les e�ets �xes, nous observons le même ph�enom�ene que pour

le MSE �a savoir que les estimations avec� 1 sont compl�etement stables et que celles avec

� 2 pr�esentent une certaine variabilit�e. Nous ne retrouvons encore pas tout �a fait une

augmentation avecn, ce qu'on explique encore par un faible nombre de r�eplications

pour les grandes valeurs den. Encore une fois les valeurs restent tr�es proches entre

estimations par� 1 ou � 2.

Comme pour le MSE nous retrouvons une am�elioration de la corr�elation en fonction

de n pour les pr�edictions de ph�enotype complet qu'importe la mani�ere d'approcher� .

Nous constatons une augmentation de la variance des estimations quandn augmente,

encore une fois probablement due �a un faible nombre de r�eplications pour les fortes

valeurs den. L'augmentation du pouvoir pr�edictif selon n est plus �elev�ee pour la taille,

probablement du fait de la plus forte h�eritabilit�e de la taille, et semble être environ la

même pour les trois autres ph�enotypes.

Le carr�e de la corr�elation des r�esidus contre les e�ets g�en�etiques va nous donner des

r�esultats plus comparables entre ph�enotypes, �etant donn�e que l'importance des e�ets

�xes varie beaucoup entre ph�enotypes.�Evidemment on retrouve une augmentation du

R2 selon n mais �egalement un e�et h�eritabilit�e : pour la taille la corr�elation passe

d'environ 0.01% quandn = 1000 �a environ 0.095% quandn =20000, et pour les autres

ph�enotypes l'augmentation est moins importante (on passe d'environ 0% �a un moins
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

de 0.012%). Il semble donc y avoir un r�eel e�et de l'h�eritabilit�e dans l'augmentation

du pouvoir pr�edictif.

Contrairement au MSE, nous pouvons distinguer un e�etn pour la pr�ediction avec

uniquement le terme g�en�etique (l'e�et est faible mais bien visible).

Pour l'h�eritabilit�e de ratio et le R2 nous retrouvons beaucoup de tendances simi-

laires : les deux quantit�es sont stables pour les e�ets �xes (avec une l�eg�ere perturbation

pour � 2), et nous observons une augmentation avecn pour les pr�edictions compl�etes

et les r�esidus. Notons que les deux quantit�es semblent crô�tre avec la même tendance

lin�eaire.

Au vu du graphe 5.7, les quantit�es qui mesurent la complexit�e d'un mod�ele (h�eri-

tabilit�e et d.d.l.e.n.) semblent se stabiliser quandn augmente, ce qui est relativement

coh�erent : en augmentant la taille de l'ensemble d'apprentissage on diminue la variance

de la p�enalisation optimale.

D'apr�es les graphes 5.8, 5.9, 5.11 et 5.10 les di��erentes quantit�es semblent in
uen-

c�ees par la taille de l'ensemble d'apprentissage (fonction d�ecroissante pour le MSE,

croissante pour les autres quantit�es) ce qui est satisfaisant car cela suit notre approxi-

mation. Nous en discuterons plus en d�etail dans la section suivante.

Un des objectifs de ces exp�eriences �etait de regarder l'importance du� utilis�e pour

l'estimation des e�ets �xes. En regardant les r�esultats sur toutes les quantit�es, les

ph�enotypes et les approches, on ne semble pas vraiment distinguer un quelconque e�et.

Au vu de ces r�esultats nous pouvons conclure quê� 1 et �̂ 2 donnent des r�esultats assez

�equivalents.

Notons que l'une des sources de variabilit�es possibles de ces exp�eriences est le choix

du param�etre de p�enalisation pour la ridge. Pour retirer cette possible source de bruit

nous avons refait les exp�eriences ci-dessus en �xant l'h�eritabilit�e pour chaque ph�enotype

pour toutes les �etudes puis en la transformant en param�etre de p�enalisation (voir la

table 5.3 pour les valeurs d'h�eritabilit�e utilis�ees). Nous avons retrac�e les mêmes graphes

que au dessus dans les �gures C.2, C.3, C.4, C.6 et C.5. Ce changement semble avoir

peu d'importance et nous retrouvons les mêmes comportements que dans les graphes

que nous venons de d�ecrire.

Ph�enotype Taille IMC Circonf�erence des hanches Tour de taille
H�eritabilit�e 0.71 0.353 0.311 0.291

Tableau 5.3 { Table des valeurs d'h�eritabilit�e utilis�ees pour l'�etude sur le comportement des
quantit�es selon le ratio n/p et avec param�etre de p�enalisation �x�e.
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û R
.

Le
s

qu
an

tit
�es

so
nt

ca
lc

ul
�ee

s
p

ou
r

un
en

se
m

bl
e

de
te

st
de

ta
ill

en
2

f1
00

0;
20

00
;5

00
0;

10
00

0;
20

00
0g

av
ec

re
sp

ec
tiv

em
en

tf
10

00
;7

0;
40

;2
0;

10
g

r�e
p�e

tit
io

ns
.

P
ou

r
ch

aq
ue

en
se

m
bl

e
d'

ap
pr

en
tis

sa
ge

l'h
�er

ita
bi

lit
�e

es
t

es
tim

�ee
�a

pa
rt

ir
du

pa
ra

m
�et

re
de

p�e
na

lis
at

io
n

de
la

rid
ge

ob
te

nu
pa

r
G

C
V

.
L'

�ec
ha

nt
ill

on
de

te
st

es
t

co
m

p
os

�e
de

10
00

in
di

vi
du

s
et

ce
lu

i
de

st
an

da
rd

is
at

io
n

p
ou

r
es

tim
er

le
s

e�
et

s
�x

es
de

10
00

in
di

vi
du

s.
D

an
s

le
s

�g
ur

es
y

co
rr

es
p

on
d

au
ph

�en
ot

yp
e,

ĝ
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corresp

ond
�a

l'estim
ation

du
term

e
g�en�etique

et
�̂

1 ,
�̂

2
�a

l'estim
ateur

des
e�ets

�xes.

114



5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

(a
)

Ta
ill

e

(b
)

IM
C

(c
)

C
irc

on
f�e

re
nc

e
de

s
ha

nc
he

s

(d
)

To
ur

de
ta

ill
e

F
ig

ur
e

5.
11

{
G

ra
ph

es
de

sh
2 r

es
tim

�es
su

r
de

s
so

us
-�e

ch
an

til
lo

ns
de

U
K

B
B

av
ec

h�e
rit

ab
ili

t�e
es

tim
�ee

.
C

ha
qu

e
b

ô�
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ĝ

co
rr

es
p

on
d

�a
l'e

st
im

at
io

n
du

te
rm

e
g�e

n�e
tiq

ue
et

�̂ 1
,

�̂ 2
�a

l'e
st

im
at

eu
r

de
s

e�
et

s
�x

es
.

115



5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

5.5.3 Ajustement de notre approximation aux donn�ees

Nous souhaitons voir si notre approximation est valide sur ces donn�ees r�eelles en

nous focalisant sur l'erreur quadratique (même si nous aurions pu utiliser n'importe

quelle quantit�e). Les principales di��erences entre donn�ees r�eelles et simulations sont la

pr�esence d'e�ets �xes et la perte de l'�egalit�e � 2 = 1 � h2 puisque le ph�enotype n'est pas

n�ecessairement de variance 1. Pour r�esoudre ces probl�emes, nous travaillerons sur le

MSE entre la pr�ediction g�en�etique et les r�esidus des ph�enotypes apr�es soustraction des

e�ets �xes, puis nous diviserons toutes les quantit�es par la variance empirique calcul�ee

sur les r�esidus de l'ensemble de test. Pour r�eduire l�eg�erement la variabilit�e nous allons

ici supposer les h�eritabilit�es des 4 ph�enotypes comme des quantit�es �x�ees (en utilisant

les valeurs d�ecrites dans la table 5.3) et donc allons comparer notre approximation aux

quantit�es d�ecrites dans la �gure C.3.

Nous avons commenc�e par simplement comparer dans la �gure 5.12 le comportement

moyen et l'approximation de l'erreur quadratique telle que nous l'avons d�ecrite jusqu'�a

pr�esent (courbe rouge). Nous voyons imm�ediatement que l'approximation ne suit pas

le comportement moyen (particuli�erement pour la taille) et semble toujours surestimer

l'erreur. Ce n'est pas un r�esultat tr�es �etonnant car les donn�ees r�eelles ne suivent pas les

hypoth�eses de notre approximation et en particulier l'hypoth�ese d'ind�ependance des

variants. Le nombre de param�etres e�ectif sur les donn�ees r�eelles est donc inf�erieur au

nombre de variants dans la r�egression et cela pourrait expliquer pourquoi la courbe

de l'approximation est au dessus de l'erreur. Pour v�eri�er cette hypoth�ese nous allons

calculer le ratio n=p "e�ectif" pour toutes les tailles d'ensemble d'apprentissage en

utilisant la formule de notre approximation.

Pour chacun des ph�enotypes nous avons commenc�e par calculer l'erreur quadratique

moyenne pour les di��erentes tailles des ensembles d'apprentissage puis calcul�e le ratio

e�ectif moyen selon la formule

Err = 1 �
n
p

(h2)2 )
n
p

= (1 � Err) =(h2)2:

Nous avons ensuite r�egress�e ce ratio e�ectif moyen sur les tailles d'ensemble d'appren-

tissage associ�ees dans la �gure 5.13. Dans la �gure 5.13a nous avons trac�e ces points

et le meilleur ajustement lin�eaire associ�e pour une r�egression sans intercept. Notons

que toutes les valeurs des pentes sont plutôt proches les unes des autres. Nous allons

ensuite utiliser la pente de cette r�egression comme correction pour obtenir un nombre
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

Figure 5.12 { Graphe de l'ajustement de notre approximation sur les donn�ees de UKBio-
bank. Les axes repr�esentent le log du ration=p et l'erreur quadratique. Les points noirs
repr�esentent l'erreur quadratique moyenne et les points saumon l'erreur quadratique pour les
di��erents ensembles d'apprentissage. Les barres d'erreur repr�esentent un �ecart-type de la va-
riabilit�e selon les ensembles d'apprentissage. Les courbes rouge, bleue et violette sont associ�ees
respectivement �a notre approximation sans correction, l'approximation avec un ajustement
par r�egression lin�eaire sans intercept et en�n par l'approximation avec un ajustement par
r�egression lin�eaire avec intercept.
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

de variants e�ectif. La courbe bleue de la �gure 5.12 correspond �a notre approximation

en utilisant comme valeur dep le nombre de param�etres e�ectif que l'on d�e�nit comme

pef f = Nombre de variants dans A
pente de la r�egression . Apr�es cette correction, nous voyons que la courbe de l'ap-

proximation colle beaucoup mieux au comportement moyen pour tous les ph�enotypes.

Nous avons utilis�e dans la �gure 5.13b la même id�ee d'une r�egression lin�eaire pour

obtenir un nombre de variants e�ectif mais cette fois-ci nous ajoutons un intercept dans

la r�egression. L'ajustement en utilisant cette r�egression correspond �a la courbe violette

dans la �gure 5.12 et nous voyons que cette derni�ere suit �egalement plutôt bien le

comportement moyen. En particulier il ne semble pas y avoir de di��erences de r�esultats

massives entre les deux approches pour estimer le nombre de param�etres e�ectif.

Un r�esultat int�eressant de la r�egression avec un intercept est que pour les trois

ph�enotypes dont les h�eritabilit�es estim�ees sont quasiment identiques (l'IMC, les hanches

et le tour de taille) les pentes obtenues sont �egalement quasiment identiques. Le gros

point noir de cette approche est que nous n'avons aucune intuition pour interpr�eter

l'intercept. Je trouve toutefois qu'il serait int�eressant d'essayer cette approche sur une

plus grande gamme de ph�enotypes avec des h�eritabilit�es estim�ees vari�ees pour voir si

on retrouve ce ph�enom�ene.

Un reproche que l'on peut faire �a notre approche est que l'on ne teste qu'un bout

de l'approximation. Nous discuterons de ce point plus en d�etail dans les perspectives.
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5. Pouvoir pr�edictif de la r�egression ridge

5.6 En r�esum�e ...

Nous avons propos�e une m�ethode pour approximer di��erents pouvoirs pr�edictifs.

Nous proposons de remplacer les matrices de ressemblances par leur esp�erances sous

hypoth�eses d'ind�ependance (i.e. par des matrices diagonales). L'originalit�e de notre

approximation est qu'elle est d�ependante de la valeur den=p : quand n < p nous rem-

placerons la matrice de ressemblance des individusZZ T par pI n tandis que quandn > p

nous remplacerons la matrice de ressemblance des variantsZT Z par nI p. Nous pouvons

alors utiliser ces approximations pour le MSE (sur ensemble de test et d'apprentissage)

et pour le carr�e de la corr�elation (mais �egalement leR2 statistique et l'h�eritabilit�e de

ratio).

Un travail avec des simulations nous a permis de montrer la validit�e de notre ap-

proximation (pour toutes les quantit�es), en particulier dans les zonesn << p et n >> p :

l'approximation suivait plutôt bien les quantit�es calcul�ees sur les simulations.

Nous nous sommes �egalement int�eress�es �a une application sur UK-Biobank. Un

ajustement de l'approximation s'est r�ev�el�e n�ecessaire pour int�egrer le d�es�equilibre de

liaison de ces donn�ees. Apr�es ajustement, l'approximation est plutôt satisfaisante.
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Chapitre 6

L'estimation d'h�eritabilit�e pour les

ph�enotypes qualitatifs

Dans cette section nous pr�esenterons quelques r�esultats sur l'estimation d'h�eritabi-

lit�e appliqu�ee aux maladies et plus g�en�eralement aux ph�enotypes binaires. Cette section

s'est beaucoup appuy�ee sur le travail de stage de �n d'�etudes de Mathilde Carlier. Au

bout d'environ un an de th�ese, nous avons d�ecid�e de basculer sur le cas quantitatif car

l'�etude de l'estimation d'h�eritabilit�e pour le cas binaire s'est r�ev�el�ee assez d�elicate. Nous

avions pour objectif de revenir sur le cas binaire, mais nous n'avons malheureusement

pas eu le temps. De plus nous n'avions pas encore travaill�e sur la r�egression ridge �a ce

moment l�a donc toutes les m�ethodes d'estimation utiliseront le mod�ele mixte.

Nous pr�esenterons dans cette section le mod�ele de la liability et deux m�ethodes

existantes pour l'estimation d'h�eritabilit�e pour les ph�enotypes qualitatifs. La premi�ere

utilise les mod�eles �a e�ets al�eatoires pour estimer les composantes de variance, avec

une correction pour int�egrer les sp�eci�cit�es du cas binaire. Les estimations d'h�eritabilit�e

donn�ees par cette approche pr�esentent des biais que nous exposerons. La deuxi�eme

propose une estimation directe de l'h�eritabilit�e �a l'aide d'une r�egression entre produit de

ph�enotypes et ressemblance g�en�etique et se veut sans biais. Nous discuterons des biais

de la premi�ere approche, montrerons la sensibilit�e de ces deux approches aux �ltres

de pr�etraitement et proposerons une explication pour les valeurs aberrantes parfois

renvoy�ees par ces m�ethodes.
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6. L'estimation d'h�eritabilit�e pour les ph�enotypes qualitatifs

6.1 Contexte

6.1.1 Mod�ele de liability et calculs de Falconer

Les calculs de l'h�eritabilit�e de Fisher ne s'int�eressaient qu'aux ph�enotypes quanti-

tatifs et ne peuvent donc pas être �etendus directement aux ph�enotypes qualitatifs que

sont les maladies. Falconer [2007] propose une m�ethode pour estimer l'h�eritabilit�e pour

des maladies �a partir de donn�ees familiales. Sa m�ethodologie s'appuie sur leLiability

Threshold Model: il suppose que pour chaque ph�enotype binaire il existe un ph�enotype

sous-jacent continu et gaussien appel�eliabilit�e (ou liability en anglais). Si la liability

d'un individu est sup�erieure �a un certain seuilt, alors cet individu sera consid�er�e comme

un cas et inversement. Le principe du mod�ele de liability est pr�esent�e graphiquement

dans la �gure 6.1. Les calculs de Falconer permettent d'arriver �a une estimation de

l'h�eritabilit�e pour la liability (on parle d' h�eritabilit�e �a l'�echelle de la liability h2
l ) et on

utilisera cette valeur comme h�eritabilit�e du trait binaire. Nous ne d�etaillerons pas ici

les calculs de Falconer et donnerons simplement le r�esultats de son calcul d'h2
l .

h2
l =

2
�
t � t1

q
1 � (t2 � t2

1)(1 � (t=a2))
�

a + t2
1(a � t)

(6.1)

avec

| t le seuil de liability au del�a duquel un individu est malade :l > t ) y = 1,

| t1 = t � � l;R avec� l;R la moyenne de la liability des parents des cas,

| a la di��erence entre la liability moyenne de la population g�en�erale et la liability

des cas.

6.1.2 Calculs d'h�eritabilit�e sur des individus non-apparent�es

Une premi�ere m�ethode bas�ee sur des correctifs

Cette premi�ere m�ethode d�evelopp�ee par Lee et al. [2011] utilise le principe des cal-

culs de Falconer (i.e. passer par la liability) sur des donn�ees d'individus non apparent�es.

Dans leur approche, les auteurs proposent de transformer une h�eritabilit�e calcul�ee di-

rectement sur les ph�enotypes binaires en h�eritabilit�e �a l'�echelle de la liability. Nous

ne d�etaillerons pas les calculs des auteurs mais nous expliquerons rapidement leurs

principes.
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6. L'estimation d'h�eritabilit�e pour les ph�enotypes qualitatifs

Figure 6.1 { Graphe du mod�ele de liability. La liability suit une distribution normale centr�ee
et r�eduite. K est la proportion de cas dans la population.t repr�esente le seuil de liability au
del�a duquel on est consid�er�e comme un cas.z repr�esente la hauteur de la courbe au pointt.
Graphe issu de Lee et al. [2011].
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6. L'estimation d'h�eritabilit�e pour les ph�enotypes qualitatifs

Commen�cons par poser deux mod�eles

y = � o1n + go + eo; (6.2)

l = � l1n + gl + el : (6.3)

Le mod�ele (6.2) est le mod�ele dit �a l'�echelle de l'observation : y 2 Rn est un

vecteur de ph�enotypes binaires observ�es,� o 2 R la moyenne du ph�enotype,go 2 Rn un

vecteur d'e�ets g�en�etiques constitu�e de l'agr�egat des e�ets des variants eteo 2 Rn un

vecteur d'e�ets environnementaux. En particulier les auteurs supposent que la matrice

de covariance dey est de la forme� o = � 2
go

G � + � 2
eo

avecG � la matrice de ressemblance

g�en�etique entre individus aux variants causaux (on suppose donc l'ind�ependance entre

e�ets g�en�etiques et environnementaux) .

Le mod�ele (6.3) repr�esente lui le mod�ele �a l'�echelle de la liability. Si on suppose que la

pr�evalence de la maladie dans notre �etude est la même que dans la population g�en�erale

alors la liability suit une gaussienne centr�ee r�eduite par d�e�nition l � N (0n ; I n ), � l 2 R

la moyenne de la liability, gl 2 Rn repr�esente le terme d'e�ets g�en�etiques �a l'�echelle

de la liability et el le vecteur d'e�ets environnementaux �a �echelle de la liability. On

supposera encore une fois l'ind�ependance entre e�ets g�en�etiques et environnementaux.

Nous posons une hypoth�ese sur les coe�cients degl � N (0; � 2
g l

) et comme la variance

totale de la liability vaut 1, les auteurs posenth2
l = � 2

g l
.

Les auteurs d�e�nissent alors l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de l'observation

h2
o =

var(go)
var(y)

=
� 2

go

K (1 � K )
: (6.4)

avecK la proportion de cas dans la population (voir �gure 6.1).

Pour passer de l'�echelle de l'observation �a l'�echelle de la liability, les auteurs vont

utiliser un r�esultat de Dempster and Lerner [1950] : en �ecrivant la r�egression dey contre

l les auteurs montrent que nous pouvons �ecrirego = zgl + c avec z la hauteur de la

densit�e de la liability au point t (voir �gure 6.1) et c une constante. En jonglant entre

calcul sur les composantes de vecteurs et quantit�es d�e�nies sur les vecteurs complets,

les auteurs arrivent �a l'expression suivante

h2
l =

K (1 � K )
z2

h2
o: (6.5)
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6. L'estimation d'h�eritabilit�e pour les ph�enotypes qualitatifs

En pratique ces r�esultats n'ont que tr�es peu d'utilit�e pratique car ce calcul exigeait

un hypoth�ese importante : la proportion de cas (appel�eepr�evalence) dans notre �etude

K e doit être la même que celle dans la population g�en�erale. Vu le coût du g�enotypage

cette hypoth�ese ne sera jamais respect�ee en pratique et tout particuli�erement dans le

cas des maladies rares. D�esormais nous utiliseronsK pour parler de la pr�evalence de

la maladie dans la population g�en�erale etK e pour parler de la pr�evalence dans l'�etude.

Ce d�es�equilibre entre K et K e pose un important probl�eme sur nos hypoth�eses de

normalit�e. En e�et nous avons suppos�e que la distribution de la liability �etait normale

sur l'ensemble de la population. En cons�equence dans notre �etude enrichie en cas, nous

allons fortement perturber cette hypoth�ese. En e�et nous aurons dans notre �etude plus

d'individus avec une somme e�ets g�en�etiques + e�ets environnementaux sup�erieure

au seuil t que dans la population g�en�erale. En cons�equence la distribution des e�ets

g�en�etiques et environnementaux ne suit plus du tout une gaussienne. Ce ph�enom�ene

est bien illustr�e dans le panel C de la �gure 6.2 : on voit bien l'e�et de l'enrichissement

en cas sur les distributions degl et el .

Figure 6.2 { Graphe sur l'in
uence du d�es�equilibre K et K e sur la liability. Chaque panel
correspond �a un sc�enario et pour chaque panel on a en haut un graphe de dispersion de la
liability selon les e�ets g�en�etiques / environnementaux et en bas la distribution de la liability.
Le panel A correspond au cas o�u le ph�enotype est quantitatif. Le cas B correspond au cas o�u
le ph�enotype est qualitatif et K = K e : toutes les liability au-dessus du seuil correspondent
�a des patients et les distributions des e�ets (g�en�etiques et environnementaux) et donc de la
liability sont gaussiennes. Dans le graphe C on est dans le casK 6= K e et donc les hypoth�eses
de normalit�e ne sont plus valides. Ce graphe est issu de Golan et al. [2014].

En supposant les hypoth�eses que nous avions pos�ees pour arriver �a (6.5) et en utili-

sant les propri�et�es des gaussiennes tronqu�ees [contributors, 2020], les auteurs proposent
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un calcul prenant en compte ce d�es�equilibre

h2
l =

K 2(1 � K )2

K e(1 � K e)z2
h2

o: (6.6)

Pour l'application pratique, les auteurs utilisent les raisonnements d�ej�a d�ecrits dans

Yang et al. [2010], et estiment la matriceG � par G la matrice de ressemblance g�en�etique

calcul�ee sur l'ensemble des marqueurs g�enotyp�es. L'h�eritabilit�e �a l'�echelle de l'obser-

vation sera donc calcul�ee avec des m�ethodes bas�ees sur le REML puis transform�ee �a

l'�echelle de la liability.

Une deuxi�eme m�ethode bas�ee sur la r�egression de Haseman{Elston

Golan et al. [2014] proposent une deuxi�eme approche appell�eePhenotype Correla-

tion{Genetic Correlation regression (PCGC) pour estimer l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de

la liability. Leur approche se base sur une r�egression des produits de ph�enotypes contre

la corr�elation g�en�etique entre individus (aussi appel�ee r�egression de Haseman{Elston

Haseman and Elston [1972]). Nous ne d�etaillerons pas les calculs mais nous pr�esentons

ici leur raisonnement.

La base de PCGC est de supposer qu'il existe une fonction qui lie l'esp�erance d'un

produit de ph�enotypes avec la matrice de ressemblance g�en�etiqueE[yi yj ] = f (h2
l ; G�

i;j ).

Le cas le plus simple de cette approche est quand le ph�enotype est quantitatif et que

l'on suppose un mod�ele polyg�enique additif. Dans ce casf (h2; G�
i;j ) = h2G�

i;j ce qui

correspond �a la r�egression de Haseman{Elston. Les auteurs proposent de d�eterminer

une fonction f adapt�ee au cas binaire avec enrichissement en cas.

Posons

Wij =
(yi � K e)(yj � K e)

K e(1 � K e)
(6.7)

le produit de ph�enotypes normalis�es, et posons �egalement etSij une variable d'appar-

tenance �a l'�etude : Sij = 1 si les individusi , j sont compris dans l'�etude et 0 sinon.

Nous souhaitons r�egresserWij par G �
i;j pour les paires d'individus et nous allons

donc calculerf (h2
l ; G �

i;j ) = E[Wij jSij = 1; G �
i;j ]. En d�eveloppant l'expression de l'esp�e-

rance autour des trois valeurs possibles deWij et en utilisant la formule de Bayes, nous

arrivons �a E[Wij j Sij = 1 ; G �
i;j ] =

1� K e
K e

P(Yi = Yj =1 jG �
ij )� (1 � K e) K

(1 � K ) K e
P(Yi 6= Yj jG �

ij )+ K e
1� K e

�
(1 � K e) K
(1 � K ) K e

� 2
P(Yi = Yj =0 jG �

ij )

P(Sij =1 jG �
ij ) .
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En e�ectuant un d�eveloppement limit�e autour de G �
i;j = 0 (ce qui correspond �a des

individus non-apparent�es) et en passant les ph�enotypes �a l'�echelle de la liability (qui

est une variable gaussienne), les auteurs arrivent �a l'expression

E[Wij jSij = 1; G �
i;j ] =

K e(1 � K e)z2

K 2(1 � K )2
h2

l G �
i;j : (6.8)

Le raisonnement est d�etaill�e en annexe D.1.

En utilisant ce r�esultat, les auteurs proposent une proc�edure en deux �etapes pour

estimer h2
l :

| Calculer â le coe�cient de la r�egression lin�eaire des produits de ph�enotypesWij

sur les coe�cients de la matrice de ressemblance g�en�etique des marqueursG (qui

estime la matrice de ressemblance g�en�etique des variants causaux).

| Estimer ĥ2
l = â=cavecc = K e(1� K e)z2

K 2 (1� K )2 .

Nous remarquons en particulier que la constantec est la même que la constante

corrective (pour int�egrer le passage �a l'�echelle de la liability et pour prendre en contre

la di��erence de pr�evalence entre la population g�en�erale et notre �etude) dans l'�equation

(6.6). Les auteurs proposent une extension de l'approche pour l'int�egration de cova-

riables non-p�enalis�ees et le calcul de plusieurs h�eritabilit�es pour di��erentes sections du

g�enome.

6.2 Biais observ�es pour GCTA

Dans leur article pr�esentant PCGC Golan et al. [2014] montrent avec des simulations

des biais de GCTA dans l'estimation d'h�eritabilit�e pour des ph�enotypes binaires. Nous

avons commenc�e par refaire ces simulations pour essayer de comprendre ces biais.

6.2.1 Description des simulations

Nous commen�cons par d�ecrire le processus de simulation de Golan et al. [2014].

Leur mod�ele de simulation permet d'avoir des g�enotypes simul�es mais surtout la prise

en compte du d�es�equilibre entreK et K e. Les auteurs �xent les probabilit�es d'être

s�electionn�e dans l'�etude �a Pcas = 1 pour les cas etPcontr ôle = K (1� K e)
K e(1� K ) pour les contrôles

(ce qui correspond aux hypoth�eses de "full ascertainment"). Notons que dans ces simu-

lations, tous les variants sont causaux.
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Pour n le nombre d'individus dans l'�etude,p le nombre de variants eth2
sim l'h�erita-

bilt�e simul�ee, les di��erentes �etapes sont :

1. Simulation d'un vecteur de fr�equences all�eliquesf � U p(0:05; 0:5).

2. Simulation d'un vecteur d'e�ets des variantsu � N (0p; h2
sim
p I p).

3. Tant que netude < n :

(a) Cr�eation d'un vecteur de g�enotypes d'un individu Z � B p(f; 2).

(b) Cr�eation du terme g�en�etique de l'individu g = Zu.

(c) Cr�eation du terme d'environnement e � N (0; 1 � h2
sim )

(d) Cr�eation du terme de liability et du ph�enotype l = g + e, y = 1(l > t ).

(e) S�election dans l'�etude : Si y = 1 s � B (Pcas) et si y = 0 s � B (Pcontr ôle).

(f) Si s = 1, l'individu est ajout�e �a l'�etude et netude  netude + 1. Sinon on

reprend �a l'�etape 3 directement.

6.2.2 Les biais de GCTA dans le cas binaire

Le premier biais montr�e par Golan et al. [2014] est illustr�e dans le graphe 6.3.

Les auteurs montrent �a l'aide de simulations des biais selon les pr�evalencesK et K e

(plus de d�etail sur les param�etres de simulation dans la l�egende du graphe). Dans

ces graphes sont repr�esent�ees des estimations d'h�eritabilit�e e�ectu�ees avec GCTA (qui

est le logiciel implantant la m�ethodologie d�evelopp�ee par Lee et al. [2011]) et celles

e�ectu�es par PCGC. Nous remarquons un biais visible pour GCTA d�es le casK = 0:01

et h2
sim = 0:8, mais surtout pour les casK = 0:001 et K = 0:005 avec h2

sim = 0:8.

Si le casK = 0:005 et h2
sim = 0:5 correspond seulement �a une sous-estimation de

l'h�eritabilit�e, dans les autres cas de sous-estimation, les estimations de GCTA semblent

en plus bloqu�ees �a une certaine valeur (�a environ 0.47 quandK = 0:005et 0:35 quand

K = 0:001). Ces valeurs correspondent �a la valeur de la constante corrective que l'on

a d�ecrit en (6.6). En clair dans ces cas, l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de l'observation semble

�egale �a 1 (ce qui correspond au param�etrage par d�efaut de GCTA). Notons que les

estimations de PCGC ne sont pas biais�ees.

Ces r�esultats semblent donc montrer que plusK est faible, plus l'h�eritabilit�e est

sous-estim�ee par GCTA et que ce ph�enom�ene est d'autant plus important que l'h�eri-

tabilit�e simul�ee est importante. Les auteurs d�ecrivent que les biais peuvent �egalement

apparâ�tre selon la valeur deK e. Nous y reviendrons plus tard dans ce chapitre.
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Une deuxi�eme forme de biais assez �etonnante est �egalement d�ecrite par les auteurs.

Le graphe 6.4 montre des estimations d'h�eritabilit�e avec PCGC (bô�te verte) et GCTA

(bô�te bleue) avec cette fois comme param�etre la taille de l'�etuden. Si PCGC donne des

r�esultats satisfaisants et gagnant en pr�ecision quandn augmente, ce n'est �etonnamment

pas le cas de GCTA. Nous observons en e�et que les estimations par GCTA d�ecroissent

et s'�eloignent de plus en plus de la valeur simul�ee quand n augmente. Ce r�esultat est tr�es

inattendu : si nous nous placions du point de vue de l'apprentissage statistique nous

nous attendrions �a ce que les r�esultats soient meilleurs quand on augmente la taille de

l'�echantillon d'apprentissage mais ce n'est pas le cas ici. Notons que ce biais n'est pas

un biais arti�ciel dû �a la forme de nos simulations : la variance des termes g�en�etiques,

environnementaux et de liability sont stables quand n augmente (voir annexe D.2).

Figure 6.4 { Biais des m�ethodes bas�ees sur le REML quandn augmente. Dans ce graphe
l'abscisse repr�esente la taille d'�etude n 2 f 1000; 2000; 3000; 4000; 5000; 6000; 7000g. Les bô�tes
bleues correspondent aux estimations par GCTA et les bô�tes vertes aux estimations par
PCGC. Pour toutes ces �etudes on ah2

sim = 0 :5 (ligne rouge sur le graphe),K = 0 :01,
K e = 0 :3 et p = 10000.

6.3 Notre contribution

6.3.1 Discussion des r�esultats des auteurs de PCGC

Dans leur article [Golan et al., 2014] les auteurs proposent d'attribuer le biais des

approches REML quandK et K e sont tr�es di��erentes aux interactions GxE pr�esentes
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dans la liability �a l'�echelle de l'�etude (voir �gure 6.2) : "Just as it was demonstrated

.. that the presence of GxG interactions leads to underestimation of the fraction of

heritability explained, we suspected that the presence of such induced GxE interactions

might result in underestimation of the heritability" et "The magnitude of the bias

increases when (i) the disease is rarer, (ii) the proportion of cases is closer to half, and

(iii) the heritability is higher. Indeed, these circumstances each increase the induced

GxE interaction." Par ailleurs les auteurs utilisent de mani�ere �equivalente les termes

de corr�elation GxE et d'interaction GxE, ce qui nous a surpris. Dans cette sous-section

nous avons tent�e de v�eri�er ces a�rmations en passant par des simulations.

Nous allons regarder l'in
uence des param�etresn, K e et h2
sim (notons donc qu'iciK

sera une quantit�e �xe) sur la variance du terme g�en�etique, du terme environnemental

et de la liability ainsi que sur la corr�elation GxE. Pour chacune des combinaisons de

K e 2 f 0:3; 0:5; 0:8g, h2
sim 2 f 0:3; 0:5; 0:8g et n 2 f 500; 2000; 3000; 4000; 5500g nous

avons simul�e 20 �etudes suivant l'approche d�ecrite en 6.2.1 avecK = 0:05 et p = 5000.

Tous les r�esultats de cette sous-section se pr�esenteront sous la forme de �gure d�e-

composable en grille d'ensemble de boxplots : les lignes et colonnes correspondent

respectivement aux di��erentes valeurs d'h2
sim et de K e. Chacune de ces sous-�gures est

un ensemble de boxplots et l'axe des abscisses correspond aux di��erentes valeurs den.

Nous avons repr�esent�e dans la �gure 6.5 l'in
uence des 3 param�etres sur l'estimation

d'h�eritabilit�e. Nous y retrouvons des r�esultats d�ej�a connus �a savoir que les biais de

GCTA semblent augmenter avecn et l'h�eritabilit�e, mais �egalement que ces biais sont

une fonction non lin�eaire deK e. Ce graphe corrobore les r�esultats de Golan et al. qui

avaient observ�e que le biais �etait maximal quandK e = 0:5.

En�n dans la �gure 6.6, nous avons regard�e l'in
uence des param�etres sur la corr�e-

lation GxE. La premi�ere chose que nous remarquons est qu'encore une foisn n'a pas

d'in
uence. Nous observons �egalement que pourK e = 0:8 la corr�elation est presque

nulle. De plus �a h2
sim �x�ee, la corr�elation est similaire entre K e = 0:3 et K e = 0:5, bien

que l�eg�erement plus �elev�ee pourK e = 0:5. �A K e �x�ee, elle est maximale pourh2
sim = 0:5

et minimale pour h2
sim = 0:8. Ces r�esultats peuvent s'expliquer par le fait que la corr�e-

lation GxE, cr�e�ee par l'enrichissement en cas dans l'�etude par rapport �a la population

g�en�erale et illustr�ee par l'�ecart entre le groupe de cas et celui des contrôles sur la �gure

6.2, est d'autant plus forte lorsque les deux groupes de l'�etude et l'importance des deux

composantes G et E sont �equilibr�es.
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Figure 6.5 { Graphe d'in
uence de n, h2
sim et K e sur l'estimation d'h�eritabilit�e pour le

cas binaire. Les lignes et colonnes de la grille de boxplots correspondent respectivement aux
di��erentes valeurs d' h2

sim et de K e. Dans chacun des ensembles de boxplots, l'axe des abscisses
correspond aux di��erentes valeurs den et l'axe des ordonn�ees au rapporth2

est=h2
sim . Les bô�tes

bleues correspondent aux estimations par PCGC et les bô�tes rouges aux estimations par
GCTA.
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Figure 6.6 { Graphe d'in
uence de n, h2
sim et K e sur la corr�elation GxE. Les lignes et colonnes

de la grille d'ensemble de boxplots correspondent respectivement aux di��erentes valeurs d'h2
sim

et de K e. Dans chacun des boxplots, l'axe des abscisses correspond aux di��erentes valeurs de
n et l'axe des ordonn�ees �a la corr�elation GxE.
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Au vu de nos r�esultats il semble bien y avoir un lien entre biais de GCTA et pr�esence

de corr�elation GxE. En particulier quand K e = 0:8, il n'y a ni corr�elation GxE, ni biais

sur l'h�eritabilit�e. �A l'inverse lorsqueK e = 0:5, le biais et la corr�elation sont maximaux

comme cela avait �et�e observ�e par Golan et al. [2014]. Toutefois il nous semble trop

hâtif de conclure que cette corr�elation soit la seule explication. Nous ignorons la nature

profonde du lien entre corr�elation GxE et biais de l'h�eritabilit�e mais nous observons

qu'il n'est pas lin�eaire : �a K e = 0:5 et K e = 0:3 le biais de l'h�eritabilit�e augmente

avec h2
sim et ce n'est pas le cas de la corr�elation qui est maximale pourh2 = 0:5,

contrairement �a ce que sugg�eraient Golan et al. [2014]. Le lien entre une h�eritabilit�e

�elev�ee et un biais d'estimation plus important pourrait s'expliquer, quant �a lui, par le

fait que l'estimation de l'h�eritabilit�e est born�ee �a 1 �a l'�echelle de l'observation.

Ces r�esultats liant bais et corr�elation GxE peuvent sembler surprenants car cette

corr�elation m�ene probablement plutôt �a une sur-estimation de l'h�eritabilit�e �a l'�echelle

de la liability, du fait de la confusion entre environnement partag�e et g�en�etique partag�ee.

Cependant, la corr�elation est associ�ee �a une interaction GxE arti�cielle sur le ph�enotype

�a l'�echelle de l'observation (i.e. apr�es seuillage de la liability), �etant donn�e que les cas

de l'�etude ont �a la fois un terme g�en�etique et un terme environnemental �elev�es. Cela

explique sans doute la confusion entre corr�elation et interaction dans l'article de Golan

et al. [2014]. Cette interaction arti�cielle pourrait en e�et expliquer la sous-estimation

de l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de l'observation. Notons que ce raisonnement n'explique

pas du tout le biais de GCTA observ�e par Golan et al. quand la taille de l'ensemble

d'apprentissage augmente.

6.3.2 Une application aux donn�ees de cardiomyopathie

Nous avons appliqu�e PCGC et GCTA sur des donn�ees de cardiomyopathie dilat�ee

pour une �evaluation des m�ethodes sur donn�ees r�eelles.

Estimation d'h�eritabilit�e avec plusieurs pr�etraitements

Ici nous sommes partis des estimations d'h�eritabilit�e sur la cardiomyopathie dilat�ee

obtenues avec GCTA par Mathilde Carlier pendant son stage. Nous avons d�ecid�e de

reprendre son travail pour y ajouter l'estimation d'h�eritabilit�e par PCGC. Comme nous

allons le voir nous avons obtenu des r�esultats probl�ematiques avec PCGC tels que des

h�eritabilit�es de 300 %. Apr�es enquête le contrôle qualit�e avant estimation d'h�eritabilit�e

joue un rôle tr�es important en binaire et nous pr�esentons ici nos r�esultats.
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La cardiomyopathie dilat�ee est une maladie assez rare (K ' 1=3000) [Garnier et al.,

2020] qui se traduit par une augmentation de la taille des cavit�es cardiaques alors que

les parois musculaires restent minces (dilatation des ventricules) et par une faiblesse de

la contraction du muscle cardiaque (hypokin�esie des ventricules) qui peut entrâ�ner une

r�eduction du d�ebit sanguin. Cette maladie existe sous une forme monog�enique (environ

30 % des cas) et une forme complexe qui va nous int�eresser ici.

Nous disposons de donn�ees de GWAS sur la cardiomyopathie dilat�ee. Ces donn�ees

de puce contiennent les g�enotypes d'environ 700 000 variants (g�enotypage r�ealis�e avec

la puce Illumina OmniExpress) pour 3084 individus r�epartis en 3 populations (1790

fran�cais, 1120 allemands et 174 italiens). Au total l'�etude contient environ2=3 de cas

et 1=3 de t�emoins. Notons que nous sommes conscients que ce type de m�elange de

population est normalement �a �eviter car pouvant entrâ�ner des biais, mais nous avons

choisi de passer outre pour avoir une taille d'�echantillon la plus grande possible. Il

aurait �et�e toutefois int�eressant d'e�ectuer cette analyse uniquement sur les Fran�cais,

puisque cette population pr�esente un e�ectif "su�sant" (contrairement aux Italiens) et

une r�epartition de cas et de t�emoins (contrairement �a la population allemande qui n'est

compos�ee que de cas).

Nous commencerons par d�ecrire les �ltres qu'avait utilis�es Mathilde Carlier. Ce

�ltrage a �et�e r�ealis�e avec PLINK 1.9 [Purcell, 2009].

| Suppression des individus avec un callrate< 0.9 (0 individu supprim�e).

| Suppression des variants avec un callrate< 0.9 (1173 variants supprim�es).

| Suppression des variants avec une p-value au test de Hardy-Weinberg sur les

contrôles� 0.001 (13719 variants supprim�es).

| Suppression des individus dont la valeur IBD est � 0.185 pour travailler sur des

individus non-apparent�es (24 individus supprim�es).

| D�etermination de 155803 SNPs en �equilibre de liaison (avec une fenêtre glissante

de 50 SNPs, un pas de 5 SNPs et un seuil deR2 �x�e �a 0.2).

| Calcul d'une analyse en composantes principales sur la matrice de ressemblance

g�en�etique des individus avec les variants en �equilibre de liaison. Exclusion des

individus outliers selon les deux premi�eres composantes principales (43 indivi-

dus supprim�es) puis nouveau calcul de l'ACP. Les deux premi�ere composantes

principales de chaque ACP sont repr�esent�ees dans le graphe 6.7.

Apr�es ces �ltres, il nous reste 3006 individus et 155803 variants.
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(a) Les deux premi�eres composantes
principales avant suppression des indivi-
dus aberrant

(b) Les deux premi�eres composantes
principales apr�es suppression des indivi-
dus aberrant

Figure 6.7 { Graphe des deux premi�eres composantes principales pour les donn�ees de car-
diomyopathie pour le premier jeu de �ltres. Le graphe de gauche correspond �a l'ACP avant
l'exclusion des individus outliers et le graphe de gauche correspond �a l'ACP apr�es exclusion.
Ces composantes principales sont calcul�ees sur les variants en �equilibre de liaison.

Au vu du graphe 6.7 nous voyons qu'il existe une certaine structure de popula-

tion sous-jacente. Pour la prendre en compte les 3 premi�eres composantes principales

sont ajout�ees �a l'estimation d'h�eritabilit�e. Nous estimons �egalement l'h�eritabilit�e sans

prendre en compte cette structure pour voir la robustesse de l'estimation. Un point

que nous devons noter est que dans le travail de Mathilde Carlier l'analyse en compo-

santes principales a �et�e r�ealis�ee sur les variants en �equilibre et l'estimation d'h�eritabilit�e

�egalement pour une raison bioinformatique : permettre �a des algorithmes de machine

learning de tourner en des temps raisonnables sur le cluster de calcul du CNRGH (r�esul-

tats non pr�esent�es). Il aurait �et�e plus rigoureux de calculer l'h�eritabilit�e sur l'ensemble

des variants. Cependant pour avoir des valeurs comparables nous allons continuer nos

analyses sur l'ensemble des variants en �equilibre de liaison, mais nous avons conscience

qu'elles ont un int�erêt biologique limit�e.

Les r�esultats sont r�esum�es dans la ligne "Jeu de �ltre 1" de la table 6.1. Nous voyons

que pour les m�ethodes bas�ees sur le REML nous obtenons une h�eritabilit�e d'environ

0.32 avec ou sans composantes principales int�egr�ees dans le mod�ele. Pour PCGC les

r�esultats sont tr�es �etonnants : avec ou sans composantes principales les r�esultats sont

tr�es au dessus de 1, ce qui n'a aucun sens biologique. Notons �egalement que les �ecarts-

types (obtenus avec une approche de r�e-�echantillonnage dite jackknife) sont tr�es �elev�es.

Nous voyons clairement qu'il y a un probl�eme pour PCGC puisque les h�eritabilit�es

au dessus de 1 n'ont aucun sens. Mais nous observons �egalement un probl�eme pour les
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approches REML : en e�et la valeur d'h�eritabilit�e obtenue correspond �a une h�eritabilit�e

�a l'�echelle de l'observation estim�ee �a 1. Cela r�ev�ele le plus grand probl�eme de l'approche

de Lee et al. [2011] : leur estimation d'h�eritabilit�e est (par d�efaut, nous en reparlerons

ensuite) born�ee par la constante corrective.

Jeu de �ltre M�ethodes Sans Composante Avec 3 Composantes
Principales Principales

Jeu de �ltre 1 REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
PCGC 3.01(0.28) 5.51(0.93)

Jeu de �ltre 1 + REML 0.33(0.03) 0.18(0.04)
Jeu de �ltre 2 PCGC 5.81(0.34) 0.17(0.07)

Tableau 6.1 { Table d'estimation d'h�eritabilit�e sur les donn�ees de cardiomyopathie.

Les r�esultats ne sont pas du tout satisfaisants : les valeurs de PCGC sont com-

pl�etement aberrantes, et celles de GCTA ne sont pas satisfaisantes non plus (car elles

correspondent �a la valeur maximale de l'algorithme et donc il est di�cile de savoir

si l'algorithme a converg�e). Nous avons trouv�e dans la litt�erature que des �ltres plus

stricts �etaient conseill�es pour l'estimation d'h�eritabilit�e de maladies complexes [Lee

et al., 2011]. D�esormais nous nous r�ef�ererons aux premiers �ltres avec la d�enomination

"jeu de �ltres 1" et �a ceux (plus stricts) que nous allons pr�esenter maintenant avec la

d�enomination "jeu de �ltres 2" (qui s'ajoutent au "jeu de �ltres 1").

Le jeu de �ltres 2 est le suivant :

| Suppression des individus avec un callrate� 99%(75 individus supprim�es).

| Suppression des variants avec un callrate� 99%(7 264 variants supprim�es).

| Supression des variants avec une MAF� 5% (52 648 variants supprim�es).

| Suppresion d'un individu parmi les paires d'individus trop apparent�es au sens de

la GRM (GRM � 0.025, 204 individus supprim�es). Les auteurs de GCTA [Yang

et al., 2010] insistent sur l'importance de ce �ltre.

Apr�es les deux sessions de �ltres il nous reste 2 740 individus et 90 092 SNPs. Nous

calculons encore une fois les composantes principales pour rechercher une structure

de population sous-jacente. Les deux premi�eres composantes sont repr�esent�ees dans

le graphe 6.8. Les graphes sont plutôt regroup�es mais nous voyons qu'il y a une tr�es

claire structure de population. Nous ajouterons donc 3 composantes principales pour

l'estimation de l'h�eritabilit�e.

Les r�esultats avec les deux jeux de �ltres sont pr�esent�es dans la deuxi�eme ligne de

la table 6.1. Nous y voyons que les estimations d'h�eritabilit�e ne sont pas acceptables
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si nous n'ajoutons pas de composantes principales. A l'inverse avec les composantes

principales, les estimations sont plutôt satisfaisantes : les deux m�ethodes donnent une

valeur similaire (0.18 pour les approches REML et 0.17 pour PCCG) et cette valeur

n'est pas aberrante.

Figure 6.8 { Graphe des deux premi�eres composantes principales pour les donn�ees de car-
diomyopathie dilat�ee pour les deux jeux de �ltres cumul�es.

In
uence des di��erents �ltres

L'ajout du deuxi�eme jeu de �ltres a permis d'obtenir des valeurs d'h�eritabilit�e ac-

ceptables. Ces r�esultats montrent l'importance du pr�etraitements des donn�ees avant

l'estimation d'h�eritabilit�e dans le cas binaire [Lee et al., 2011]. Nous avons ensuite d�e-

cid�e d'enquêter plus en d�etail sur l'in
uence de chacun des �ltres du deuxi�eme jeu. Les

r�esultats sont compil�es dans la table 6.2. La premi�ere et la 5�eme ligne correspondent

aux r�esultats de la table 6.1.

La deuxi�eme ligne ajoute un �ltre sur la MAF aux premiers �ltres. Sans l'ajout de

composantes principales l'estimation par PCGC est au dessus de 1 et n'est donc pas

acceptable. Pour GCTA l'h�eritabilit�e est estim�ee par la valeur de la constante et nous ne

pouvons donc pas conclure si la valeur est pertinente. En ajoutant les CP, l'estimation

par PCGC devient acceptable �a 0.31(0.06) et celle des approches REML est �a environ

0.22(0.04). Les deux valeurs sont di��erentes mais les valeurs sont "acceptables".

La troisi�eme ligne correspond au jeu de �ltres 1 + les �ltres sur le callrate (individus

et variants). Nous voyons que pour PCGC les valeurs d'h�eritabilit�e sont tr�es au dessus
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de 1 avec ou sans CP. Pour les approches REML, l'estimation correspond �a la valeur

maximale et il est donc compliqu�e de conclure. Nous en d�eduisons que ce �ltre n'est

sans doute pas le plus important.

En�n la quatri�eme ligne montre l'in
uence du �ltre avec seuil sur l'apparentement.

Pour les m�ethodes REML le �ltre ne semble rien apporter, les estimations d'h�eritabilit�e

restent au niveau de la constante d'ajustement. Pour les estimations avec PCGC sans

les CP la valeur n'est pas acceptable mais elle le devient si on ajoute les CP avec une

estimation de l'h�eritabilit�e �a environ 0.31(0.11).

Une synth�ese de nos r�esultats est que les �ltres les plus importants pour obtenir

des valeurs acceptables pour PCGC sont le �ltre MAF et le �ltre sur l'apparentement.

Pour l'approche REML le �ltre le plus important semble être celui sur la MAF, même

si nous ne pouvons pas vraiment conclure pour les autres �ltres du fait de la limitation

des estimations d'h�eritabilit�e par la valeur de la constante. Le �ltre sur le callrate

semble peu jouer dans les deux approches. Nous remarquons �egalement que même

apr�es les �ltres, les deux approches restent sensibles �a une structure de population

sous-jacente : PCGC en particulier ne rend aucune valeur d'h�eritabilit�e acceptable si

nous n'incluons pas les CP dans l'estimation d'h�eritabilit�e (pour les approches REML

il n'est pas possible d'avoir des conclusions arrêt�ees).

Jeu de �ltre M�ethodes Sans Composantes Avec 3 Composantes
Principales Principales

Jeu de �ltre 1 REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
PCGC 3.01(0.28) 5.51(0.93)

Jeu de �ltre 1 + REML 0.32(0.03) 0.22(0.04)
�ltre MAF PCGC 6.40(0.46) 0.31(0.06)
Jeu de �ltre 1 + REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
�ltre callrate PCGC 3.09(0.22) 5.89(1.71)
Jeu de �ltre 1 + REML 0.33(0.03) 0.33(0.04)
�ltre GRM PCGC 8.57(0.44) 0.31(0.11)
Jeu de �ltre 1 + REML 0.33(0.03) 0.18(0.04)
Jeu de �ltre 2 PCGC 5.81(0.34) 0.17(0.07)

Tableau 6.2 { Table sur l'in
uence des di��erents �ltres pour l'estimation d'h�eritabilit�e sur
les donn�ees de cardiomyopathie dilat�ee.

In
uence du nombre de composantes principales

Nous remarquons que nous avons mis 3 composantes principales comme covariables

�xes dans le mod�ele. Il n'y a pas de r�egles absolues pour le choix du nombre de com-
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posantes �a ajouter. Nous avons donc d�ecid�e de regarder l'in
uence du nombre de com-

posantes ajout�ees sur l'estimation de l'h�eritabilit�e dans le cas binaire. Ces travaux font

�echo �a ceux de Dandine-Roulland [2014] qui se sont int�eress�es au cas continu.

Figure 6.9 { Graphe sur l'in
uence des composantes principales pour l'estimation d'h2 en
binaire. L'abscisse repr�esente le nombre de composantes principales et l'ordonn�ee les estima-
tions d'h�eritabilit�e sur les donn�ees de cardiomyopathie. Le rouge repr�esente les estimations
de PCGC et le bleu les estimations de GCTA. Pour chaque nombre de CP on repr�esente un
point par estimation d'h�eritabilit�e. Les barres d'erreur correspondent �a un �ecart type rendu
par les m�ethodes.

Les r�esultats sont repr�esent�es dans le graphe 6.9. Commen�cons par les r�esultats

pour les approches REML (courbe bleue) : nous distinguons une variance dans les

estimations quand le nombre de CP est inf�erieur �a 5. Ensuite l'estimation semble se

stabiliser �a environ 0.1 et nous distinguons une l�eg�ere d�ecroissance �a partir d'environ

95 composantes principales. En�n notons que les intervalles de con�ance sont stables

(ce qui n'est pas tr�es �etonnant, les �ecarts-types calcul�es par GCTA sont proportionnels

�a 1/n [Visscher and Goddard, 2015]).

Pour les estimations de PCGC nous remarquons qu'�a l'exception des estimations

incluant moins de 4 CP, il y a augmentation des estimations d'h�eritabilit�e d'environ

0.18 �a 0.25 quand le nombre de CP augmente. Sur la toute �n de la courbe on remarque

une stabilisation (voir même une l�eg�ere d�ecroissance). Nous remarquons �egalement que

les �ecarts-types (estim�es par une approche jackknife) diminuent avec le nombre de

composantes ajout�ees.
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Au vu des r�esultats pour les approches REML il semble raisonnable de prendre

entre 5 et 10 composantes principales pour avoir des estimations stables. Par contre

pour PCGC il est di�cile de conclure puisque la courbe est croissante. Un point noir

de ces r�esultats est que l'on utilise les mêmes donn�ees pour estimer les composantes

principales et pour estimer l'h�eritabilit�e. Il est donc di�cile de di��erencier suppression

de structure de population et suppression d'information g�en�etique pertinente pour le

trait �etudi�e.

6.3.3 Une explication pour les valeurs aberrantes de PCGC

Dans cette section nous donnerons une explication graphique de PCGC qui per-

mettra d'expliquer simultan�ement les valeurs aberrantes obtenues sur donn�ees r�eelles

et l'importance du �ltre sur les coe�cients de la GRM.

Nous avons vu plus haut que la m�ethode PCGC consiste en une r�egression lin�eaire

entre les produits de ph�enotypes normalis�es et la ressemblance g�en�etique entre individus

puis en une multiplication du coe�cient de r�egression par une correction. Il est donc tr�es

facile d'avoir une repr�esentation "graphique" de PCGC. Dans la suite de cette section

nous allons travailler sur une �etude simul�ee avec comme param�etres de simulation

n = 150, K = 0:05, K e = 0:62, p = 10000 et h2
sim = 0:7. Pour cette �etude, l'h�eritabilit�e

estim�ee par PCGC vaut 0:71. La repr�esentation graphique de PCGC "normal" est la

�gure 6.10c. Sur cette �gure l'axe des abscisses correspond aux coe�cients de GRM

et l'axe des ordonn�ees au produit de ph�enotypes normalis�es : les points d'ordonn�ee

-1 correspondent aux paires cas/contrôle, les points d'ordonn�ee 0.6 correspondent aux

paires de contrôles et ceux d'ordonn�ee 1.5 aux paires de cas.

Nous allons ajouter un coe�cient � �a tous les coe�cients de la GRM pour les paires

de cas. Cela revient �a jouer sur l'apparentement des cas (les cas seront plus ou moins

apparent�es selon le signe de� ). Nous sommes bien conscients que cela a peu de sens

biologique car nous supposons uniquement une augmentation de l'apparentement pour

les cas mais nous l'avons fait pour faire apparâ�tre de mani�ere simple les instabilit�es de

PCGC.

Le graphe 6.10c correspond �a la r�egression de PCGC quand� = 0. Nous obtenons

alors une h�eritabilit�e de 0.63 qui va nous servir de r�ef�erence. Dans le graphe 6.10b nous

ajoutons un � = 0:00025sur les paires de cas. Nous avons choisi cette valeur car elle

correspond �a un centi�eme du seuil empirique propos�e dans [Yang et al., 2010] pour �ltrer
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les individus trop apparent�es. En pratique, nous "tirons vers la droite" les coe�cients de

la GRM des paires de cas. L'estimation d'h�eritabilit�e par PCGC apr�es l'ajout de cette

petite quantit�e est de 1,16. En augmentant d'une toute petite quantit�e la ressemblance

g�en�etique entre cas nous avons quasiment multipli�e par deux l'estimation d'h�eritabilit�e.

PCGC semble donc tr�es sensible aux apparentements cryptiques. Dans la �gure 6.10a,

� est �x�e �a 0.025 ce qui est une valeur �enorme mais que nous allons utiliser juste pour

montrer la sensibilit�e �a � . Pour ce sc�enario nous estimons l'h�eritabilit�e �a 26,8 : il est

donc facile d'atteindre des valeurs compl�etement aberrantes d'h�eritabilit�e.

Les� < 0 ont �egalement une in
uence. La �gure 6.10e correspond �a� = � 0:0025et

donne une estimation d'h�eritabilit�e de 0.1. Ainsi un manque de ressemblance g�en�etique

entre cas semble entrâ�ner un biais n�egatif pour sur l'estimation d'h�eritabilit�e. Le cas

6.10e correspond au cas� = � 0:025et donne une estimation d'h�eritabilit�e n�egative de

-4.62, montrant que nous pouvons �egalement avoir des valeurs aberrantes n�egatives.

Ces ajouts de� semblent donner une bonne intuition des biais que peut avoir PCGC

et de son extrême sensibilit�e �a une structure de population cryptique. Nous avons

�egalement test�e cette approche en ajoutant un� sur les paires de contrôles et sur les

paires cas / contrôles et nous avons obtenus des r�esultats coh�erants. Ces comportements

sont r�esum�es dans la table 6.3. Si� > 0 pour les paires de ph�enotypes concordants,

alors l'estimation de l'h�eritabilit�e augmente. C'est assez coh�erent : on pratique une

r�egression pour faire apparâ�tre le lien entre ressemblances g�en�etique et ph�enotypique.

Si les individus avec un même ph�enotype ont une ressemblance g�en�etique forte alors

le lien augmente et il est donc logique qu'une ressemblance g�en�etique augment�ee entre

ph�enotypes identiques augmente ce lien et donc l'h�eritabilit�e (et qu'�a l'inverse une

ressemblance r�eduite avec� < 0 diminue le lien). Au contraire pour les paires de

ph�enotypes discordants, une forte ressemblance g�en�etique pousse �a diminuer le lien

entre ressemblances g�en�etique et ph�enotypique.

Notons en�n que nous observons les mêmes comportements pour les estimations

avec les approches REML, ce qui est coh�erent car les deux approches se ressemblent

mais nous n'avons pas d'explication aussi intuitive pour les approches REML.
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2 ph�enotypes concordants 2 ph�enotypes discordants
� > 0 h2 % h2 &

(h2 !
� ! + 1

0+) (h2 !
� !�1

0� )

� < 0 h2 & h2 %
(h2 !

� !�1
0� ) (h2 !

� ! + 1
0+)

Tableau 6.3 { Table d'in
uence de � sur les estimations de PCGC

6.4 En r�esum�e ...

Dans cette section nous avons propos�e une discussion autour d'un biais des m�ethodes

d'estimation d'h�eritabilit�e pour le cas binaire bas�ees sur les m�ethodes REML. Nous

sommes en particulier revenus sur l'explication propos�ee par Golan et al. de ce biais

avec une corr�elation ou interaction GxE qui nous semblait confuse. Nous avons appuy�e

nos id�ees par un travail sur des simulations.

Nous avons �egalement montr�e la grande sensibilit�e de l'estimation d'h�eritabilit�e aux

�ltres de pr�etraitement des donn�ees avec une application sur des donn�ees de GWAS

pour la cardiomyopathie dilat�ee. Les estimations d'h�eritabilit�e �etaient aberrantes en

l'absence de �ltres stricts, et acceptables avec ces �ltres stricts. Nous avons �egalement

discut�e du nombre de composantes principales �a inclure comme covariables de structure

dans le mod�ele, et concluons qu'il semble judicieux d'en prendre entre 5 et 10.

En�n nous avons propos�e une explication pour les valeurs aberrantes de la m�e-

thode PCGC, en observant le comportement de l'estimation d'h�eritabilit�e apr�es avoir

l�eg�erement augment�e la ressemblance g�en�etique (au sens de la GRM) des paires de cas.
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Chapitre 7

Perspectives

Dans ce chapitre nous pr�esenterons rapidement une conclusion g�en�erale de ce travail,

puis des possibles continuations. Nous proposerons une m�ethode pour obtenir une dis-

tribution de param�etre de p�enalisation, puis discuterons de l'utilisation de la r�egression

ridge h�et�erosc�edastique pour permettre la mod�elisation de plusieurs e�ets g�en�etiques,

mais �egalement pour permettre l'inclusion de covariables non-p�enalis�ees dans la r�egres-

sion ridge. Nous pr�esenterons ensuite nos id�ees pour une v�eri�cation de l'approximation

que nous avons propos�ee au chapitre 5 sur une plus grande plage de ration=p. Ensuite

nous discuterons tr�es bri�evement de comment quitter le mod�ele lin�eaire, et terminerons

par une proposition pour essayer de corriger une partie des biais des approches bas�ees

sur le REML pour le cas binaire.

7.1 Un r�esum�e de la th�ese en quelques lignes

Dans cette th�ese, nous nous sommes int�eress�es �a l'utilisation de la r�egression ridge

sur des donn�ees g�en�etiques et ph�enotypiques de population humaine. L'objectif initial

de cette th�ese �etait de lier, grâce �a une m�ethode d'apprentissage statistique, les concepts

d'h�eritabilit�e et de pr�ediction d'un ph�enotype, deux concepts qui semblent li�es mais

d�e�nis dans des mondes di��erents. Les m�ethodes d'estimation d'h�eritabilit�e modernes

se basant sur les mod�eles �a e�ets al�eatoires, nous avons d�ecid�e d'utiliser comme m�ethode

d'apprentissage la r�egression ridge car elle permet des liens directs avec ces mod�eles.

Apr�es avoir pr�esent�e dans les deux premiers chapitres l'apprentissage statistique et

la r�egression ridge, nous avons pr�esent�e dans le chapitre 3 nos solutions �a des probl�emes

calculatoires sp�eci�ques au cadre de la grande dimension.

Nous avons alors propos�e plusieurs m�ethodes d'estimation d'h�eritabilit�e toutes d�e-

riv�ees de la r�egression ridge. Parmi elles, une m�ethode bas�ee sur une transformation de
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l'hyperparam�etre optimal de la r�egression ridge a des r�esultats �equivalents aux estima-

tions bas�ees sur les mod�eles �a e�ets al�eatoires. Ce r�esultat s'est v�eri��e �a la fois sur des

donn�ees simul�ees et r�eelles.

Nous nous sommes ensuite int�eress�es au comportement de plusieurs mesures de la

capacit�e de pr�ediction de la r�egression ridge en fonction du ratio des dimensions de

l'ensemble d'apprentissage et de l'h�eritabilit�e. Pour chacune d'entre elles, nous avons

propos�e une approximation selon l'h�eritabilit�e et le ratio des dimensions de l'ensemble

d'apprentissage, et v�eri��e la validit�e de ces approximations sur des donn�ees simul�ees et

r�eelles.

En conclusion, nous avons montr�e que la r�egression ridge permettait des estimations

de l'h�eritabilit�e tout �a fait satisfaisantes pour un contexte de GWAS chez l'homme et

que la capacit�e de pr�ediction de la r�egression ridge �etait une fonction croissante de

l'h�eritabilit�e. En revanche, nous avons montr�e que dans le contexte de grande dimen-

sion des GWAS, la r�egression ridge ne donnait pas de bonnes pr�edictions même si

l'h�eritabilit�e du trait �a pr�edire �etait �elev�ee.

7.2 Distribution de param�etre de p�enalisation op-

timaux pour la r�egression ridge

Nous allons pr�esenter ici une approche permettant d'obtenir �a bas coût une dis-

tribution du param�etre de p�enalisation optimal pour la r�egression ridge. Nous avions

montr�e dans la section 2.6.1 que le param�etre de p�enalisation optimal est th�eoriquement

le même entre le mod�ele original et un mod�ele contrast�e apr�es multiplication par une

matrice v�eri�ant les propri�et�es de contraste. Si nous disposions d'un ensemble de telles

matrices, nous pourrions alors en d�eduire un ensemble d'estimations du param�etre de

p�enalisation optimal. Dans cette section, nous utiliserons et calculerons des matrices de

contrastes (malgr�e l'absence d'e�ets �xes) pour obtenir une distribution de param�etre

de p�enalisation optimal.

Supposons que nos donn�ees suivent le mod�ele lin�eaire sans intercept ou e�et �xes

y = Zu + e (7.1)

avecZ 2 M n;p(R) la matrice de donn�ees standardis�ee,Z = UDV T sa d�ecomposition en

valeurs singuli�eres,u 2 Rp et e 2 Rn . Pour simpli�er nous supposerons queZ n'est pas

standardis�e empiriquement et en cons�equence ces valeurs singuli�eres sont non nulles.
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Notre objectif est d'estimer le param�etre de p�enalisation optimal avec la GCV. Soit

PN c (J1; nK) l'ensemble desNc-combinaisons deJ1; nKet E = fE1; :::;EN c g 2 PN c (J1; nK)

un de ces �el�ement. PosonsCE =
h
U E1 ; :::;U EN c

i T
2 M N c ;n une matrice d�e�nie comme

la concat�enation en lignes d'une combinaison deNc colonnes deU . Cette matrice

v�eri�e CECT
E = I N c et CE0n = 0N c (puisque l'on suppose que le mod�ele est sans e�ets

�xes) et donc les propri�et�es de contraste du mod�ele. Nous avons vu dans la section

3.3.1 que les calculs de la GCV se simpli�aient dans un mod�ele contrast�e par une

combinaison de vecteurs colonne de la matriceU . En r�esum�e il est techniquement

possible d'obtenir une estimation du param�etre de p�enalisation optimal �a partir de

n'importe quelle combinaison de vecteurs colonne deU .

Avoir une distribution de ce param�etre pourrait avoir de nombreuses utilit�es. La

plus �evidente serait d'en construire un intervalle de con�ance pour le param�etre de

p�enalisation, mais il serait �egalement int�eressant de regarder si le param�etre optimal

"moyen" ou "m�edian" augmente les capacit�es pr�edictives. En utilisant le lien entre pa-

ram�etre de p�enalisation et h�eritabilit�e g�enomique nous pourrons �egalement regarder si

nous pouvons gagner en pr�ecision pour l'estimation d'h�eritabilit�e.

Des questions plus pratiques sont �egalement encore ouvertes : comment �evolue cette

distribution selon Nc ? Combien de r�ep�etitions sont n�ecessaires (et donc combien de

matrices de contraste devons nous g�en�erer) ?

Dandine-Roulland et al. [2016] ont �etudi�e l'utilit�e des composantes principales pour

corriger les biais d'estimation d'h�eritabilit�e dus aux structures de population, il sera

int�eressant d'�etudier plus en d�etail leurs r�esultats car leur id�ee d'int�egrer les compo-

santes principales une par une ressemble �a ce que l'on voudrait faire puisque il y a un

lien direct entre composantes principales et les colonnes deU qui sont des vecteurs

propres.

7.3 Utilisation de la r�egression ridge h�et�erosc�edas-

tique

Nous avons montr�e et utilis�e �a de nombreuses reprises les liens entre r�egression ridge

et mod�eles al�eatoires. Dans ce manuscrit nous sommes rest�es concentr�es sur la r�egres-

sion ridge avec un unique param�etre de p�enalisation, ce qui correspond �a un mod�ele

�a e�ets al�eatoires avec matrice de covariance du vecteur d'e�et des variants �a diago-

nale constante. Parfois nous souhaiterions pouvoir s�eparer nos variants selon plusieurs
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tailles d'e�ets (par exemple si nous souhaitons avoir un e�et par chromosome), ce qui

du point de vue des mod�eles mixtes revient �a supposer que la matrice de covariance des

e�ets n'est pas �a diagonale constante. La traduction en r�egression ridge serait d'avoir

plusieurs p�enalit�es pour plusieurs groupes de variants : on parle alors de r�egression

ridge h�et�erosc�edastique. La r�egression ridge h�et�erosc�edastique a permis �a Hofheinz and

Frisch [2014] d'obtenir de meilleures performances pr�edictives qu'avec une r�egression

ridge homosc�edastique sur des donn�ees de plantes. Il serait donc int�eressant d'essayer

sur des donn�ees humaines (de Vlaming and Groenen [2015] citait cette id�ee sans s'y

int�eresser davantage et Speed and Balding [2014] ont propos�e une telle approche sur

des traits binaires).

Le choix des param�etres de p�enalisation dans la r�egression ridge h�et�erosc�edastique

pose des di�cult�es et des auteurs se sont d�ej�a pench�es sur la question [Hofheinz and

Frisch, 2014, van de Wiel et al., 2020]. Un de mes objectifs futurs est d'adapter la GCV

�a la r�egression h�et�erosc�edastique, et l'article de van de Wiel et al. [2020] me semble

être un bon point de d�epart.

Un autre interêt de la r�egression ridge h�et�erosc�edastique est de permettre une esti-

mation jointe des e�ets g�en�etiques et des covariables que l'on ne souhaite pas p�enaliser,

en imposant une p�enalit�e nulle pour les covariables. Cela donnerait une estimation des

e�ets �xes plus satisfaisante que notre notre solution en deux �etapes. Malheureusement

un terme de p�enalit�e nulle pour des variables entrâ�ne la singularit�e du probl�eme, la

matrice de p�enalisation n'�etant plus inversible. van de Wiel et al. [2020] propose une

solution avec des projecteurs mais une solution pourrait être de passer par des pseudo-

inverses. Il faudrait alors �etudier la stabilit�e et les propri�et�es d'un tel estimateur.

7.4 V�eri�cation de l'approximation de pouvoir pr�e-

dictif pour des donn�ees r�eelles.

Nous avons montr�e la validit�e de notre m�ethode pour approcher di��erents pouvoirs

pr�edictifs sur des simulations, mais le passage aux donn�ees r�eelles ne me convient pas

enti�erement : en particulier nous n'avons pas regard�e les zones o�un ' p et n > p .

Il serait tr�es int�eressant de regarder ces zones, mais 1) il nous faudrait une immense

quantit�e de donn�ees et 2) nos m�ethodes ne peuvent tout simplement pas fonctionner

pour des tailles d'�echantillon aussi grandes : la complexit�e de l'ACP estO(n3) et celle

du calcul de la matrice de ressemblanceO(pn2), ce qui rend les temps de calcul trop
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longs pourn ' p ' 500 000. Je vois donc deux approches :

| Une premi�ere id�ee tr�es simple �a mettre en oeuvre serait de �ltrer les variants

(en utilisant par exemple un �ltre sur le DL des donn�ees, mais on pourrait �ega-

lement imaginer une s�election de variables pr�ealable avec un d�eriv�e du LASSO

[Tibshirani, 1996], [Gor�ne et al., 2017]). Le principal probl�eme est la perte d'in-

formation, mais je pense que pour des ph�enotypes avec une forte h�eritabilit�e tels

que la taille, les r�esultats seront int�eressants.

| Une seconde id�ee serait d'approximer les matrices de ressemblance avec par

exemple les approches de Nyst•om [Nystr•om, 1930] ou d'�echantillonage de co-

lonnes. L'article de Homrighausen and McDonald [2016] me semble un bon point

de d�epart.

7.5 Quitter le mod�ele lin�eaire avec la kernel ridge

Une extension int�eressante pour ce travail serait de quitter le mod�ele lin�eaire en

utilisant la kernel ridge regression(KRR) [Murphy, 2012], une m�ethode de r�egres-

sion dans un espace d�e�ni par des combinaisons non-n�ecessairement lin�eaires de nos

variables d'entr�ee. Cela nous permettra en particulier de tendre vers un mod�ele biolo-

gique sans doute plus r�ealiste que le mod�ele lin�eaire, et nous pouvons donc esp�erer une

augmentation des capacit�es pr�edictives sur les donn�ees r�eelles [Endelman, 2011, Mo-

rota and Gianola, 2014]. Un objectif ambitieux serait �egalement de r�eussir �a d�e�nir une

h�eritabilit�e "non-lin�eaire". Nous avons d�ej�a commenc�e ce travail puisque la r�egression

ridge est en fait un cas particulier de KRR avec un noyau lin�eaire.

Ce passage dans un espace non-lin�eaire am�ene de nouveaux d�e�s : quels noyaux

sont les plus pertinents ? comment choisir les hyperparam�etres du mod�ele tels que la

p�enalisation de la r�egression ridge mais �egalement ceux associ�es au noyau lui-même ?

7.6 Une r�egression ridge �a p�enalisation n�egative

Dans la section 6.1.2 nous avions �enonc�e les biais des approches bas�ees sur l'AI-

REML dans le cas de ph�entoypes binaires et �egalement vu que la correction pour

passer de l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de l'observation �a l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de la liability

�etait la même entre GCTA et PCGC. Vu que les deux corrections sont identiques,

la pente de la r�egression dans PCGC peut être interpr�et�ee comme une h�eritabilit�e

�a l'�echelle de l'observation. Or contrairement �a GCTA o�u l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de
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l'observation est born�ee entre 0 et 1, la pente de la r�egression peut d�epasser 1 et donc

l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de l'observation peut être sup�erieure �a la correction (notons qu'il

est th�eoriquement possible pour GCTA de ne PAS contraindre l'h�eritabilit�e �a l'�echelle

de l'observation mais je n'ai pas r�eussi �a faire tourner l'algorithme qui tombait sur des

valeurs de composantes de variance rendant la matrice� singuli�ere) . Du point de vue

de la ridge, une h�eritabilit�e sup�erieure �a 1 se traduit par un param�etre de p�enalisation

n�egatif.

Je pense qu'il serait tr�es int�eressant d'utiliser la r�egression ridge en autorisant la

p�enalisation �a être n�egative pour estimer l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de l'observation, puis

de r�eutiliser la correction de Lee et al. pour obtenir l'h�eritabilit�e �a l'�echelle de la lia-

bility Des questions se posent sur le comportement et la stabilit�e de l'erreur quand la

p�enalisation est n�egative, mais je suis con�ant sur le fait que cette approche donnerait

des estimations d'h�eritabilit�e moins biais�ees.
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Annexe A

Preuves pour la r�egression ridge

A.1 Esp�erance d'une forme quadratique

Soit y une variable al�eatoire avecE[y] = � et var(y) = � et A 2 M n (R).

E
h
yT Ay

i
= E

h
(y � � )T A (y � � ) + 2 � T Ay � � T A �

i

= E
h
(y � � )T A (y � � )

i
+ 2� T A E [y] � � T A �

= E
h
tr
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(y � � )T A (y � � )

�i
+ 2� T A � � � T A �

= tr
�
A E

h
(y � � )(y � � )T

i�
+ � T A �

= tr (A � ) + � T A �

A.2 D�ecomposition biais-variance de l'erreur de pr�e-

diction

Ici les variables al�eatoires sont la r�eponse de test ainsi que les donn�ees et la r�eponse

de train. L'esp�erance est donc par rapport �a ces variables.

EX = x0

h
(Y � f̂ (x0))2

i
= EX = x0

h
Y 2 � 2Y f̂ (x0) + f̂ (x0)2

i
(� )

En utilisant la formule de la variance on a

| EX = x0 [Y 2] = EX = x0 [(Y � EX = x0 [Y ])2] + EX = x0 [Y ]2 = var(Y) + EX = x0 [Y ]2,

| EX = x0

h
f̂ (x0)2

i
= EX = x0
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� 2
�
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i 2
= var(f̂ (x0))+

I
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EX = x0

h
f̂ (x0)

i 2
.

Alors

(� ) = var(Y) + EX = x0 [Y ]2 + var(f̂ (x0)) + EX = x0

h
f̂ (x0)

i 2
� 2 EY;X = x0 [Y ] Etrain ;X = x0

h
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i

= var(Y)
| {z }

erreur irr�eductible
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variance estimateur

+
�
EX = x0

h
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i
� EX = x0 [Y ]

� 2

| {z }
biais

A.3 Th�eor�eme de l'existence

On rappelle la forme de l'estimateur des moindres carr�ees et celui de la r�egression

ridge ( on supposera �egalement que la matriceZT Z est inversible pour pouvoir d�e�nir

l'estimateur des moindres carr�es ) :

û = ( ZT Z)� 1ZT y;

ûR = ( ZT Z + � I p)� 1ZT y:

On remarque que si� = 0, alors û = ûR . On va essayer de calculer le comportement

de @� MSE(ûR ; u).

On utilise la d�ecomposition biais-variance et la d�ecomposition en valeur singuli�ere

Z = UDV T ,

MSE(ûR ; u) = var(ûR) + biais2(ûR)

= � 2
pX

j =1

d2
j

(d2
j + � )2

+ � 2
pX

j =1

c2
j

(d2
j + � )2

avecc = V T u:

On peut alors en d�eduire la d�eriv�ee du MSE

@� MSE(ûR ; u) = @� var(ûR) + @� biais2(ûR)

=
pX

j =1

� 2� 2d2
j
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+
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j c2
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Ainsi si on note c2
min = min

j 2 J1;pK
c2

j , on a 8� < � 2

c2
min

; @� MSE(ûR ; u) < 0. On a donc

montr�e que 9� 0; MSE(ûR ; u) � MSE(û; u).

A.4 �Elements de preuves pour l'estimateur de la

LOO

Dans cette section nous pr�esenterons des �el�ements pour la d�emonstration de la

formule 2.16.

La formule de Sherman-Morrison-Woodbury nous dit que pourA 2 M p une matrice

non-singuli�ere et deux vecteursu; v 2 Rp, on a

�
A + uvT

� � 1
= A � 1 �

A � 1uvT A � 1

1 + vT A � 1u
: (A.1)

En utilisant A.1, on peut alors �ecrire

�
ZT

� i Z � i + � I p

� � 1
=

�
ZT Z � zi zT

i + � I p

� � 1

=
�
ZT Z + � I p

� � 1
+

�
ZT Z + � I p

� � 1
zi zT

i

�
ZT Z + � I p

� � 1

1 � zT
i

�
ZT Z + � I p

� � 1
zi

aveczi 2 Rp qui correspond �a la i-�eme ligne deZ donc �a l'individu i. Si on remarque

que l'on a

ZT
� i y � i = ZT y � zT

i yi ;

alors on peut �ecrire
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û� i
R =

�
ZT

� i Z � i + � I p

� � 1
ZT

� i y � i

=

0

B
@

�
ZT Z + � I p

� � 1
+

�
ZT Z + � I p

� � 1
zi zT

i

�
ZT Z + � I p

� � 1

1 � zT
i

�
ZT Z + � I p

� � 1
zi

1

C
A

�
ZT y � zi yi

�

= ûR �
�
ZT Z + � I p

� � 1
zi yi +

�
ZT Z + � I p

� � 1
zi zT

i

�
ZT Z + � I p

� � 1

1 � zT
i

�
ZT Z + � I p

� � 1
zi

�
ZT y � zi yi

�
:

En mettant au même d�enominateur, en n'oubliant pas pasyi est un scalaire et en

remarquant quezi

�
ZT Z + � I p

� � 1
zT

i = [ h� ]ii , on arrive a montrer que

û� i
R = ûR �

(ZT Z + � I p)� 1zi (yi � zT
i ûR)

1 � [h� ]ii
:

A.5 �Elements de preuves pour la GCV

Pour la d�emonstration on introduit le concept de matrice circulante. Une matrice

C est dite circulante si elle est de la forme

C =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c0 c1 c2 � � � cn� 1

cn� 1 c0 c1 cn� 2

cn� 2 cn� 1 c0 cn� 3
...

. . .
...

c1 c2 c3 � � � c0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

2 Circ(n)?

En particulier on voit que les matrices circulantes sont �a diagonale constante.

Nous admettrons que les matrices circulantes doivent v�eri�er la propri�et�e suivante :

soit W 2 M n (C) tel que [W ]jk = 1p
n e2�ijk=n avecj; k 2 f 1; :::; ng. Alors W diagonalise

toute les matrices circulantes i.e

8C 2 Circ(n); 9D 2 Dn (C) = C = W D W �

avec � l'op�erateur de la transpos�ee complexe (X � = �X � ).

L'id�ee de la GCV est de projeter notre mod�ele dans un espace complexe bien choisir

pour avoir une matriceH � �a coe�cients constant. Si on note Z = UDV T la SVD de

Z, on peut alors multiplier par la droite 2.1 parWU T
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A. Preuves pour la r�egression ridge

WU T y = WU T Zu + WU T e

= WDV T u + WU T e

PuisqueU 2 O n (R) et W 2 O n (C), on a






 WU T y � WU T Zu








2

2
+ � kuk2

2 = ( y � Zu)T UW � WU T (y � Zu) + � kuk2
2

= ky � Zuk2
2 + � kuk2

2

donc le� opt est le même dans les deux mod�eles.

La matrice de lissage dans le nouveau mod�ele vaut

~H � = ( WU T Z)(WU T Z)�
�
(WU T Z)(WU T Z)� + � I n

� � 1

= ( WDV T )(WDV T )�
�
(WDV T )(WDV T )� + � WW �

� � 1

= WDD T (DD T + � I n )� 1W � 2 Circ(n)

On a donc une matrice de lissage a coe�cients constant ce qui donne

8i 2 J1; nK; [h� ]ii =
1
n

tr ( ~H � ) =
nX

k=1

dk

dk + �
:

En combinant ces r�esultats et la formule 2.17, on retrouve 2.19.
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Graphes suppl�ementaires pour

l'in
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d'h�eritabilit�e avec le R2 et h2
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Annexe C

Preuves et graphes suppl�ementaires

pour l'approximation du pouvoir

pr�edictif

Dans cette annexe nous d�etaillerons les calculs pour des di��erents pouvoir pr�edictifs

(MSE et corr2) calcul�es sur les ensembles de test et d'apprentissage, ainsi que les calculs

pour la variance empirique des coe�cients du vecteur̂uR .

Rappelons que nous notonsA l'ensemble d'apprentissage etT l'ensemble de test.

Pour simpli�er l'�ecriture, nous nous autoriserons les notationsEA = Ey tr
et ET =

Eyte ;zte .

C.1 Calcul du MSE sur un individu de test

C.1.1 Deux �egalit�es

n
n + �

=
n

n + p1� h2

h2

=
n
p

n
p + 1� h2

h2

=
n
p � h2

n=p� h2 + (1 � h2)
=

n
p � h2

1 + h2 � ( n
p � 1)

�
n + �

=
p1� h2

h2

n + p1� h2

h2

=
1 � h2

n
p � h2 + (1 � h2)

=
1 � h2

1 + h2( n
p � 1)
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C. Preuves et graphes suppl�ementaires pour l'approximation du pouvoir pr�edictif

C.1.2 Limites des quantit�es

Le carr�e du biais

lim
n
p ! 1�

h2

 

1 +
n
p

�
(h2)2 � 2h2

�
!

= lim
n
p ! 1+

0

@ 1 � h2

1 + h2( n
p � 1)

1

A

2

h2 = (1 � h2)2h2

La variance

lim
n
p ! 1�

(1 � h2)(h2)2 n
p

= lim
n
p ! 1+

� 2 1
n
p

0

@
n
p � h2

1 + h2 � ( n
p � 1)

1

A

2

= (1 � h2)(h2)2

L'erreur quadratique

lim
n
p ! 1�

1 �
n
p

(h2)2 = lim
n
p ! 1+

(1 � h2)
1 + n

p h2

1 + h2( n
p � 1)

= 1 � (h2)2

C.2 Calcul du MSE sur l'ensemble d'apprentissage

Ici nous calculerons directement l'erreur quadratique sur l'ensemble d'apprentissage

sans passer par la d�ecomposition biais variance. En utilisant l'approximation d�ecrite

en section 5.2.1 nous pouvons approximer la matriceH � :

H � = ZK � '

8
><

>:

1
p+ � ZZ T ' p

p+ � I n ' h2I n si n < p et
1

n+ � ZZ T sinon.

En supposant encore une fois queZ est �x�ee et en �ecrivant l'esp�erance selony tr de

l'erreur quadratique de pr�ediction sur l'ensemble d'apprentissage nous avons

Ey tr

� 1
n

(y tr � ŷ tr )T (y tr � ŷ tr )
�

= Ey tr

� 1
n

yT
tr (I n � H � )2y tr

�

(C.1)

=
1
n

�
tr (( I n � H � )2 � � 2I n ) + ( Zu)T (I n � H � )2(Zu)

�
:

(C.2)
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Concentrons nous sur l'approximation de la quantit�e(I n � H � )2 :

(I n � H � )2 '

8
><

>:

(1 � h2)2I n si n < p

I n � 2 � 1
n+ � ZZ T +

�
1

n+ �

� 2
ZZ T ZZ T ' I n � 2

n+ � ZZ T + n
(n+ � )2 ZZ T sinon.

En injectant cette approximation dans (C.2), nous obtenons de mani�ere triviale une

forme tr�es simple pour le casn < p . Le casn > p demande un petit peu plus de calcul :

tr

 

I n �
2

n + �
ZZ T +

n
(n + � )2

ZZ T

!

= n �
2

n + �
tr (ZZ T ) +

n
(n + � )2

tr (ZZ T )

' n � 2p
n

n + �
+ p

� n
n + �

� 2

(Zu)T (Zu) ' nh2

(Zu)T (�
2

n + �
ZZ T )(Zu) = �

2
n + �

uT ZT ZZ T Zu ' � 2n
n

n + �
uT u ' � 2n

n
n + �

h2

(Zu)T (
n

(n + � )2
ZZ T )(Zu) =

n
(n + � )2

uT ZT ZZ T Zu ' n
� n

n + �

� 2

h2:

En factorisant ces r�esultats selon n
n+ � et

�
n

n+ �

� 2
, nous pouvons �ecrire l'erreur de

pr�ediction sur l'ensemble d'apprentissage comme

Ey tr

� 1
n

(y tr � ŷ tr )T (y tr � ŷ tr )
�

'

8
><

>:

(1 � h2)2 sin < p

1 � 2 n
n+ �

�
p
n (1 � h2) + h2

�
+

�
n

n+ �

� 2 �
p
n (1 � h2) + h2

�
sinon.

V�eri�ons rapidement la coh�erence de l'approximation : en rappelant que n
n+ � est

une fonction de l'h�eritabilit�e et du ration n=p (�equation (5.2)) et en particulier que
n

n+ � !
n
p ! 1

h2,

lim
n
p ! 1+

1 � 2
n

n + �

� p
n

(1 � h2) + h2
�

+
� n

n + �

� 2 � p
n

(1 � h2) + h2
�

= 1 � 2h2(1 � h2 + h2) + ( h2)2(1 � h2 + h2)

= 1 � 2h2 + ( h2)2 = (1 � h2)2:
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C.3 Calcul du carr�e de la corr�elation sur un indi-

vidu de test

La formule pour la corr�elation entre un individu de test et sa pr�ediction est

corr2(yte; ŷte) =
cov2(yte; ŷte)

var [yte] var [ŷte]
:

Nous mettrons l'al�ea sur yte, zte, et ytr et utiliserons les mêmes hypoth�eses et ap-

proximations que pour l'erreur de pr�ediction.

�Ecrivons chacun des trois termes de la covariance :

vary tr ;yte ;zte [ŷte] = Ey tr ;yte ;zte [ŷ2
te] � Ey tr ;yte ;zte [ŷte]2

= Ey tr ;yte ;zte [zT
teK � y tr yT

tr K T
� zte] � Ey tr ;yte ;zte [zT

teK � y tr ]2

= Ey tr
Eyte ;zte jy tr

[zT
teK � y tr yT

tr K T
� zte] � Ey tr

Eyte ;zte jy tr
[zT

teK � y tr ]2

= Ey tr
[tr (K � y tr yT

tr K T
� ) + 0] � 0

= Ey tr
[yT

tr K T
� K � y tr ]

= tr (K T
� K � � � 2I n ) + ( Zu)T K T

� K � (Zu):

covy tr ;yte ;zte (yte; ŷte) = Ey tr ;yte ;zte [(yte � Ey tr ;yte ;zte [yte])( ŷte � Ey tr ;yte ;zte [ŷte])]

= Ey tr ;yte ;zte [(yte � Ey tr ;yte ;zte [zT
teu + ete])( ŷte � Ey tr ;yte ;zte [zT

teK � y tr ])]

= Ey tr ;yte ;zte [(yteŷte)]

= Eyte ;zte Ey tr jyte ;zte [ytezT
teK � y tr ]

= Eyte ;zte [ytezT
teK � Zu]

= Eyte ;zte [zT
teK � Zu(uT zte + eT

te)]

= Eyte ;zte [zT
teK � ZuuT zte] + Eyte ;zte [zT

teK � Zu � eT
te]

= tr (K � ZuuT ) + 0 + 0
�
zT

te ? ete; E[ete] = 0
�

= uT K � Zu:
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vary tr ;yte ;zte [yte] = Ey tr ;yte ;zte [y2
te] � Ey tr ;yte ;zte [yte]2

= Eyte ;zte [(zT
teu + ete)2] � 0

= Eete ;zte

h
(zT

teu)2
i

+ Eete ;zte

h
(ete)2

i
+ 2Eete ;zte

h
(zT

teu)ete

i

= Ezte [zT
teuuT zte] + Eete [e2

te] + 2Ezte [zT
teu]Eete [ete]

= uT u + � 2 + 0:

En r�esum�e avons donc :

cov2(yte; ŷte) = ( uT K � Z tr u)2;

var [ŷte] = tr (K T
� K � � � 2I n ) + ( Z tr u)T K T

� K � (Z tr u);

var [yte] = 1:

Approximons maintenant ces quantit�es en approchantZZ T ou ZT Z selon la valeur

du ratio n=p.

Quand n < p ,

ZZ T ' pI n ) K � '
1

p + �
ZT ) K T

� K � '
(h2)2

p
I n

et donc

� 2 � tr (K T
� K � ) '

n
p

(h2)2(1 � h2)

(Zu)T K T
� K � (Zu) '

(h2)2

p
(Zu)T (Zu) '

n
p

(h2)2 � h2

uT K � Zu ' uT 1
p + �

ZT Zu '
1

p + �
nh2 =

n
p

(h2)2:

A l'inverse quandn > p

ZT Z ' nI p ) K � '
1

n + �
ZT ) K T

� K � '
� 1

n + �

� 2

ZZ T
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et nous pouvons ainsi �ecrire

tr (K T
� K � � � 2I n ) ' (1 � h2)

� 1
n + �

� 2

tr (ZZ T ) ' (1 � h2)
n

(n + � )2
p = (1 � h2)

� n
n + �

� 2 p
n

(Zu)T K T
� K � (Zu) '

1
(n + � )2

uT ZT ZZ T Zu '
� n

n + �

� 2

uT u '
� n

n + �

� 2

h2

uT K � Zu '
n

n + �
h2:

En concat�enant tous ces r�esultats nous obtenons

corr(ŷte; yte) '

8
>>><

>>>:

n
p (h2 )2

p
n
p (h2 )2

p
1

=
q

n
p h2 si n < p

n
n + � h2

q
( n

n + � )2( p
n (1� h2 )+ h2)

p
1

= h2p
p
n (1� h2 )+ h2

; sinon.
(C.3)

et il ne reste plus qu'�a tout mettre au carr�e.

C.4 Calcul de l'estimateur de la variance des coef-

�cients de ûR

La formule de la variance du vecteur d'estimation des e�ets est

var(ûR) =
1
p

Ey

h
(ûR � Ey [ûR ])T (ûR � Ey [ûR ])

i

=
1
p

Ey

h
(K � e)T (K � e)

i

=
1
p

�
tr (� 2K T

� K � ) + 0
�

:

Rappelons queK � = ZT (ZZ T + � I n )� 1 = ( ZT Z + � I p)� 1ZT , nous avons donc

K � =

8
><

>:

1
p+ � ZT si n < p

1
n+ � ZT sinon.

Ainsi nous pouvons �ecrire l'approximation de la formule de variance selon le ratio

n=p :
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var(ûR) =

8
><

>:

� 2

p �
�

1
p+ �

� 2
� p � n = 1

p(1 � h2)(h2)2 n
p si n < p

� 2

p �
�

1
n+ �

� 2
� p � n = 1

p(1 � h2)
�

n
n+ �

� 2 p
n sinon.

C.5 Pourcentage d'individus de l'ensemble d'appren-

tissage passant les �ltres contrôle qualit�e

Figure C.1 { Graphes de proportions d'individus passant les �ltres qualit�es. Chaque boite
correspond au nombre d'individus dans nos sous-�echantillon avant les di��erents �ltres et
l'ordonn�ee correspond au ratio nombre d'individus apr�es �ltre sur nombre d'individus avant
�ltre.
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C.6 Estimation de pouvoir pr�edictifs avec param�etre

de p�enalisation �x�e
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