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Resume

Cette these etudie I'apport des methodes d’apprentissage automatique pour la pre-
diction de phenotypes humains complexes et heritables, a partir de donnees genetiques
en population. En e et, les etudes d’association a I’echelle du genome (GWAS), qui
constituent I’'approche la plus classique, n’expliquent en general qu’une petite frac-
tion de I'heritabilite observee sur des donnees familiales. Cependant I’heritabilite peut
gtre approchee sur des donnees de population par I’heritabilite genomique, qui estime
la variance phenotypique expliquee par I’ensemble des polymorphismes nucleotidiques
(SNP) du genome a I'aide de modeles mixtes. Cela suggere qu’un phenotype complexe
peut etre en partie explique par I’addition des petites contributions de nombreux SNP.

Cette these aborde donc I’heritabilite du point de vue de I’'apprentissage automa-
tique et examine le lien etroit entre les modeles mixtes et la regression ridge.

Notre contribution est double. Premierement, nous proposons d’estimer I’heritabi-
lite genomique en utilisant une approche predictive via la regression ridge et la valida-
tion croisee generalisee (GCV). Nous montrons que cela est coherent avec I’estimation
basee sur un modele mixte classique dans le cas de phenotypes quantitatifs.

Deuxiemement, nous derivons des formules simples qui expriment la precision de
la prediction par la regression ridge en fonction du rapport % ou n est la taille de
la population et p le nombre total de SNP. Ces formules montrent clairement qu’une
heritabilite elevee n’implique pas une prediction precise lorsque p > n.

L’estimation de I’heritabilite via GCV et les formules de precision de prediction
sont validees a I'aide de donnees simulees et de donnees reelles de UK Biobank.

La derniere partie de la these presente des resultats sur des phenotypes qualitatifs.
Ces resultats permettent une meilleure comprehension des biais des methodes d’esti-
mation d’heritabilite.




Abstract

This thesis studies the contribution of machine learning methods for the prediction
of complex and heritable human phenotypes, from population genetic data. Indeed,
genome-wide association studies (GWAS), which constitute the more classic approach,
generally only explain a small fraction of the heritability observed in family data. Ho-
wever, heritability can be approximated on population data by genomic heritability,
which estimates the phenotypic variance explained by the set of single nucleotide po-
lymorphisms (SNPs) of the genome using mixed models. This suggests that a complex
phenotype can be partly explained by the addition of the small contributions of many
SNPs.

This thesis therefore approaches heritability from a machine learning perspective
and examines the close link between mixed models and ridge regression.

Our contribution is twofold. First, we propose to estimate genomic heritability using
a predictive approach via ridge regression and generalized cross validation (GCV). We
show that this is consistent with the estimation based on a classical mixed model in
the case of quantitative phenotypes.

Second, we derive simple formulas that express the precision of the ridge regression
prediction as a function of the ratio g where n is the size of the population and p is
the total number of SNPs. These formulas clearly show that a high heritability does
not imply an accurate prediction when p > n.

Heritability estimation via GCV and prediction precision formulas are validated
using simulated data and real data from UK Biobank.

The last part of the thesis presents results on qualitative phenotypes. These results
allow a better understanding of the biases of the heritability estimation methods.
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Introduction

Pouvoir quanti er I'in uence de la geretique sur un trait biologique, identi er les
ENnes assocesa ce trait et pouvoir ealiser des pedictions de ce traita partir du ggnome
sont des probemes d'ineréts multiples avec de nombreuses applications allant de la
nmedecine personnalise [Jain, 2002, Hamburg and Collins, 2010, Cirillo and Valencia,
2019]a l'industrie agro-alimentaire [He ner et al., 2009, Goddard, 2009, Hayes et al.,
2009]. Dans ce manuscrit de these nous proposons un travail qui tente de quanti er la
capacita pedire un trait humaina partir de donrees geretiques en population. Nous
commencerons par pesenter le cadre des donrees que nous utiliserons, pesenterons
une quantie nomnee leritabilie qui sera une pierre angulaire de nos travaux et en n

nous pesenterons rapidement le cadre des pedictions en gretique.

Un petit peu de contexte biologique

Les traits biologiques se cecomposent en deux familles : les traits menceliens qui
sont cetermires par un seul ggne eta l'inverse les traits complexes qui sont le esultat
de la combinaison de plusieurs genes et sur lesquels nous allons nous focaliser. Letude
de ces derniers est la plus complexe car le mecanisme liant le trait et le genotype
est souvent inconnu. Le moctle historique et commurement adope comme point de
tepart pour mockliser les traits quantitatifs est un mocele polygenique sans interaction

gene-environnement
y=g+f+e

al y est un pkenotype quantitatif, f un terme confondant,g un terme geretique et e
un terme dit d'environnement. Le termeg sera fonction d'un genotype diplede de p
variants et d'un vecteur d'e ets geretique u 2 RP.

Lesetudes d'association ont pour objectif de regerer les liens entre des marqueurs
ceretiques d'inerét et un prenotype (qualitatif ou quantitatif). La strakgie detude
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d'association la plus utilisee consistea tester l'association statistique au sein d'une po-
pulation entre le plenotype et un tes grand nombre de variants sities partout sur le
genome : on parle alors detude d'association genome entier ou en anglais Genome-Wide
Association Studies [Bush and Moore, 2012, Hirschhorn and Daly, 2005, McCarthy
et al., 2008]. L'association entre chacun des variants et le ptenotype est tesee ince-
pendemment, puis une correction pour les tests multiples est appliquee pour prendre
en compte le grand nombre de tests ealies. Cesetudes ont permis la cecouverte d'un
grand nombre de variants assocesa dierents traits complexes. Notons toutefois que
ces etudes ne permettent pas de conclure sur la causalie d'un gene pour un trait :
elles permettent seulement de mettre enevidence des variants coreks avec le ou les
variants causaux (on parlera alors de variants en cesquilibre de liaison abeg DL ou
en anglais linkage desequilibrium abeg LD).

Une approche permise par les avanees technologiques ecentes est de travailler
sur des donrees de populations, composes d'individus non-apparenes issus d'une (ou
plusieurs) population. L'avantage de cette approche est que les cohortes sont beaucoup
moins contraignantes a former que pour les etudes familiales, méme si en pratique
cesetudes d'association peuvent pesenter des di cules (telles que la strati cation de
population qui peut étre esunee par des dierences de fequences aleliques entre les

populations).

L 'feritabilie

Deux c nitions de I'teritabilie

Une quantie tes utile pour quanti er I'in uence de la geretique sur un trait est
I'reritabilie, & nie comme la proportion de variance phenotypique duea la geretique.
Deux ¢k nitions de ['teritabilie sont souvent utilises : I'teritabilie au sens large H?
qui mesure la contribution globale du genome, et I'teritabilie au sens faibleh? gga-
lement appeke teritabilie additive) qui est ce nie comme la proportion de variance
phenotypique expligee par les e ets additifs des variants. Les calculs d'teritabilie
furent formalises dans les travaux de Fisher [1919]. Ce dernier proposa d'utiliser le

moctle polygenique avec ces deux hypotleses suppkementaires :
1. g ce ni comme la somme de termes geretiques incependants et

2. e suppo< distribte selon une loi normale.
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Ces premeres estimations d'reritabilie ontee ealises sur des donrees familiales, en
particulier desetudes dites de jumeaux pour prendre en compte l'environnement par-
tage dans une famille. Dans ce contexte, I'teritabilie est une fonction de la corelation
entre le prenotype de deux apparenes. On calculer? si on suppose l'additivie des
e ets dans le mockle etH ? si on prend en compte des e ets de dominance et depistasie

(i.e d'interactions entre variants).

L'leritabilie manquante

L'explosion en popularie des GWAS a permis de detecter un grand nombre de
variants assocesa divers traits biologiques. Ainsi une icee naturelle pour estimer I'te-
ritabilie d'un trait serait d'estimer les e ets geretiques avec un mocele lireaire multi-
vare entre le pkenotype d'inerét et ces variants assoces. Malheureusement ces variants
n'‘expliquent qu'une faible partie de la variabilie du trait et I'teritabilie est fortement
sous-estinee, donnant lieu au concept d'teritabilie manquante (ou missing heritability
en anglais) [Manolio et al., 2009]. Plusieurs hypotreses ontet proposes pour expliquer
cette feritabilie manquante : I'in uence de variants rares incetectables en GWAS (par
manque de puissance statistique), la pesence d'interactions gene-environnement ou en-
core une multitude de variants avec un e et trop faible pour etre cetece par les GWAS.

Genin [2019] propose une revue de la literature pour ces dierentes explications.

L'estimation d'feritabilie pour le cas quantitatif

Yang et al. ont propos d'utiliser des donrees du genome entier d'individus non-
apparenes pour estimer cette teritabilie [Yang et al., 2010]a l'aide d'un moctlea e ets
akatoires (nous parlerons alors de nethodologie base sur le REstricted Maximum
Likelihood (abeg REML), nous y reviendrons plus en cketail dans le chapitre 4).
Un argument pour utiliser ces donrees de population dans l'estimation d'reritabilie
est lI'absence d'environnement partage puisque les individus sont supposs &tre non-
apparenes. La taille est un trait connu pour etre fortement in uene par la geretique
dont I'teritabilie estimee sur des donrees familiales est d'environ 806 [Visscher, 2008],
tandis que I'reritabilie estinee en utilisant les variants ceteces en GWAS est de moins
de 3 [Diabetes Genetics Initiative et al., 2008]. Yang et al. estiment avec leur approche
I'reritabilie de la taillea environ 45 %, expliquant ainsi plus de 506 de I'teritabilie

manquante.
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D'autres nethodes utilisant des donrees de genomes entiers ontee proposes pour
continuer a eduire I'reritabilie manquante. Cette literature est extremement riche
donc cet apercu ne sera pas exhaustif.

Speed et al. [2012] proposent une alternative pour inegrer le cesequilibre de liai-
son entre variants causaux et genotypes en developpant un syseme de poids sur les
variants. Ces poids sont fonction de la corelation avec les autres variants genotypes
et permettent deviter une epetition de l'information qui apparat quand un variant
causal est en cequilibre de liaison avec plusieurs variants genotypes.

Bulik-Sullivan et al. [2015] proposent une nethode d'estimation d'reritabilie base
sur la egression des statistiques de test (pour l'association entre la eponse et chaque
variant) sur une quantie nomnee le LD score (& nie comme mesurant la quantie de
variation geretique captuee par un variant). La manipulation de statistiques de test
est tes facile et donc cette nethode permet des calculs d'estimation tes rapides.

Hou et al. [2019] proposentegalement un estimateur de I'feritabilie base sur des
statistiques de test et donc mieux adape aux 'Biobanks" (i.e. aux etudes avec un
tes grand nombre d'individus) en limitant au maximum les hypotheses sur le vecteur
d'e et. Notonsegalement que les auteurs proposent un apercu de la literature pour les
methodes cerivees des deux nethodes que nous venons de cecrire dans le paragraphe
ci-dessus.

Nous citeronsegalement Chen [2014] qui ont propos une extension de la egression
de Haseman and Elston Haseman and Elston [1972], une nmethode permettant initiale-
ment d'estimer les composantes de variance pour lesetudes de liaisons. Chen propose
detendre cette egression aux donrees de population.

Et pour le cas qualitatif

Pour etudier I'feritabilie d'un trait binaire, une approche tes utilisee consistea
etudier un prenotype quantitatif sous-jacent (appek liabilie ou liability en anglais) :
un individu avec une liabilie au dessus d'un certain seuil est consicee comme un cas
et inversement un individu sous ce seuil est consicee comme un emoin. L'feritabilie
est alors calcukea lechelle de la liabilie. Nous reviendrons sur ce mocele de la liabilie
dans le chapitre 6.

En utilisant le moctle de la liabilie, Lee et al. [2011] ont propos d'estimer ['ferita-
biliea lechelle de la liabiliea partir d'une estimation d'teritabilie sur le pkenotype

binaire. [Golan et al., 2014] ont eux propos une extension de la egression de Haseman
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and Elston pour le cas binaire. Nous reviendrons en cetail sur ces nethodes dans le
chapitre 6. Notonsegalement que I'approche basee sur le LD score Bulik-Sullivan et al.

[2015] fonctionne pour le cas qualitatif.

Pediction et gretique

Nous avons troue les premeres traces de l'inerét pour la pediction d'e ets gre-
tiques en utilisant des donrees de genotypage dans Meuwissen et al. [2001]. Selon les
articles, cette thrematique est appekeslection ggnomique [Rabier et al., 2016] pedic-
tion ggnomique [Karaman et al., 2016] ou encore (plus raremenplecision de pediction
[De los Campos et al., 2013]. De nombreuses approches existent pour la slection ge-
nomique et de nombreuses nethodes sont bases sur les BLUP [Speed and Balding,
2014] (nous pesenterons ces derniers dans le chapitre 2). Parmi elles se trouvent les
Genomic Best Linear Unbiased Predicto(GBLUP), une nethode utilisant des BLUP
sur les variants que I'on a gnotypes (et non les variants causaux que l'on ne connat
pas) et qui a gagre en popularie avec I'explosion de la quantie de donrees gretiques
disponibles. Sur des donrees animales ou \egetales, la ®lection gegnomique a donre de
bons esultats (par exemple pour leur application sur les vaches laiteres [Hayes et al.,
2009)). En particulier les GBLUP se sont montes plus ables que les nmethodes bases
sur les pediges [Clark et al., 2012].

La slection ggnomique donne de tes bons esultats en agroalimentaire mais semble
mal s'exporter dans le cadre de la geretigue humaine Dandine-Roulland et al. [2016],
De los Campos et al. [2013]. Contrairement au monde de I'agroalimentaire, il n'est pas
possible de contrbler la diversie geretique et I'environnement en genomique humaine,
et les capacies pedictives s'en ressentent. Nous reviendrons plus en cetail sur ces

points dans le chapitre 5.

eroulement du manuscrit

Les deux premiers chapitres nous permettront de poser les outils dont nous aurons
besoin pour la suite de la these. Nous commencerons par brevement ce nir le cadre de
I'apprentissage statistique et ce nirons ses notions les plus importantes dans le chapitre
1. Nous nous focaliserons dans le chapitre suivant sur une nethode d'apprentissage

statistique appeke egression ridge.
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Dans le chapitre 3 nous pesenterons nos travaux sur la Generalized Cross Vali-
dation, une quantie lee a la paranetrisation de la egression ridge. Nous montrons
gue cette quantie n'est pas toujours fonctionnelle lorsque le nombre de variables est

superieur au nombre d'observations et proposerons des solutions pour la eparer.

Dans le chapitre 4 nous proposerons de voir I'reritabilie comme un probeme de
pediction avec la egression ridge sous plusieurs angles. Pour cela nous nous appuie-
rons sur des esultats sur simulations et sur donrees eelles. Nous montrerons qu'il est

possible de ealiser des estimations satisfaisantes d'teritabilie avec la egression ridge.

Dans le chapitre 5 nous cevelopperons une approximation du comportement de la
pecision de pediction pour la egression ridge, encore une foisa l'aide de simulations
et de donrees eelles. Cette section nous permettra d'appuyer le fait qu'une reritabilie

elevee n'est pas su sante pour ealiser de bonnes pedictions.

Nous pesenterons ensuite des esultats sur I'estimation d'reritabilie pour des phe-
notypes binaires. Nous y pesenterons des explications pour les biais obsenes sur des
nmethodologies de etrence.




Chapitre 1

Theorie de l'apprentissage

Dans ce chapitre, nous pesenterons rapidement des notions de base de I'apprentis-

sage statistique.

1.1 Convention de notations

Nous pesentons ici les notations que nous adopterons pour la suite de ce manuscrit.
Etablissons tout d'abord quen repesentera pour nous le nombre d'observations gt

le nombre de variables.

De manere gererale les variables akatoires serontecrites en italique majuscubg .
Les ealisations de cette variables secriront en italique minuscule, aingj repesente la
leme ealisation de la variable X (notons quex; peut &tre un scalaire ou un vecteur).
Nous ecrirons les vecteurs colonnes en minuscule italique, sauf pour ceux de taille
qui seront en minuscule gras. Les matrices seront toujoursecrites en gras. Prenons par
exemple une matrice de genotypes! 2 M (R) = [my;:;ma]" = [mq;nmp] ©m;
repesente le genotype d'un individu i et m; I'ensemble des ealisations pour le variant

j-

De manere gererale nous appellerons’ nos variables eponse. La notatiorM sera
assocee aux matrices de genotypes mais nous peererons souvent travailler av&aui
correspond aux matrices de genotypes normalieX sera utilise pour les matrices de

donrees non-geretiques. En n la lettre E sera assocee au bruit statistique.
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1.2 Notion d'apprentissage

1.2.1 Terminologie de l'apprentissage

L'objectif de I'apprentissage (aussi appee Machine Learning) est de permettre la
pediction d'une eponse Y (ou sortie) a partir d'un ensemble de variables discetes
ou continuesZ (aussi appekes pedicteurs ou variables d'entee). Par exemple nous
souhaiterons pedire la taille d'un individu avec des pedicteurs tels que son sexe, son
age ou son genotype. On parle de egression 8i est une variable quantitative et de

classi cation si Y est une variable qualitative.

L'objectif de l'apprentissage est la construction d'un apprenant, une fonction
ayant pour arguments des pedicteurs et rendant une pediction de la epons® =
f (Z). Notons que tes souvent les pedicteurs a notre disposition n'expliquent pas
inegralement la eponse et ne permettent donc pas des pedictions parfaites i.€. 6 Y.
De manere gererale on aY = f (Z) + E une mocklisation avecE[E] = 0 et E

incependant de Z. E repesente le bruit statistique inexplicable par nos donrees.

Les questions qui se posent naturellement sont comment construire un apprenant et
comment choisir un bon apprenant? Pour la construction de I'apprenant, nous dispo-
sons d'un ensemble de ealisations d€é et X noe A = f(z3;Vy1);:::5(z.;Yn)Qg et appek
ensemble d'apprentissage. Pour juger de la qualie d'un apprenant, nous comparerons

les eponsesY avec les pedictionsY en utilisant une fonction de coOtL .

CommeA est un ensemble ni, il nous sera impossible d'estimér exactement. En
pratique on approcheraf avec un estimateurf’ qui est une fonction deA. Notons que

nous nous autoriseronsa notel¥ = f'(2).

1.2.2 Perte d'erreur quadratique et fonction de egression

Une fonction de co0t tes populaire et pratique en egression est l'erreur quadratique
(ou risque d'erreur quadratique) (Y;f (Z)) = (Y f (Z))° Nous allons alors chercher

f qui minimise I'erreur de pediction attendue

h [
EPE(T) = Ezv [L(if @)]= Ezy (Y 1 (2) (1.1)
= EzEyjz (Y f(z)?*: 1.2)
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Minimisons cette erreur conditionnellementaZ et cherchons

h i
f(z)=argminEyz (Y 0%jZ=2z: (1.3)
q

En cerivant simplement par g, nous trouvons

f(2) = Byjz [YjZ = z]: (1.4)

Ainsi pour l'erreur de pediction attendue, la meilleure pediction deYjZ = z est
la moyenne conditionnelle. Cette solutiorf (z) est aussi appeke fonction de egres-
sion. Ce esultat est particulerement important car il nous donne une expression pour

I'apprenant.

1.3 Un premier exemple de fonction de egression

avec le mocekle lireaire

Les moctles lireaires sont un ensemble de mockles simples mais tes etudes et
utili’es en apprentissage supervie. Ces mockles supposent une fonction de egression
qui est une combinaison lireaire des variables d'entees. Pour = [ug; us;:::; Up] un

vecteur de coe cients, la fonction de egression est de la forme

xP
f(Z)=ug+ uZ;: (1.5)
j=1

Le coe cient uo, appek intercept, corresponda la valeurf (Z = 0,) et est donc
incependant de Z. Ce vecteuru est inconnu donc pour pouvoir faire des pedictions

nous allons devoir I'estimera partir de notre ensemble d'apprentissage.

Une rrethode tes classique est la methode des moindres cares qui visea choisir
minimisant la somme des cares des esidus (que nous abegeons en RSS piResidual

Sum of Squarep

X 2
RSS(u)= (v f(2)) (1.6)
o o 1,
= X @yi Ug Zj UjA . (17)
i=1 j=1
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Notons que RSS ne force aucune hypottese sur le moctle : il se contente de mesurer
a quel point les donrees suivent un moctle lireaire.

La forme de I'estimateur deu appara clairement si on travaille avec les expressions
matricielles. NotonsZ 2 M ;41 (R) une matrice dont les lignes correspondenta une

entee et dont le premierekment vaut 1 (pour l'intercept). On peut alors ecrire 1.7

0 = argmin RSS(u) = ky  Zuk3: (1.8)
u

En cerivant 1.8 par u et en supposant qu&Z soit une matrice de rangp + 1, nous
obtenons

0=(2'2) z'y: (1.9)

En notant z. 2 RP*' une nouvelle entee, nous pouvons utiliser I'expression 1.9

pour obtenir une nouvelle pediction

Ve = 260 =25(272) 'Z7y: (1.10)

Introduisons le concept de moctlisation lireaire additive : supposons que le moctle
1.5 soit vrai i.e. que l'esgerance d& conditionnellementa Z soit une fonction lireaire

des composantes dé. En ajoutant un bruit gaussien additif, nous avons la mocelisation

Y =u+ uZzZ+eavwece N 0 ?: (1.11)

Cette mocklisation est dite lireaire et additive car c'est une combinaison lireaire
des pedicteurs. Cette mocklisation est simpliste mais extremement utile car intuitive :
chaque pedicteur apporte sa pierrea la eponse, il n'y a pas d'interaction entre les
pedicteurs et ceux-ci sont autorieesa avoir des e ets dierents. Sous cette mocklisation

nous voyons que

0 N (u %2'2)Y: (1.12)

Remarquons queE(0) = u : notre estimateur est dit sans biais.
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1.4 Concept de sur-apprentissage et un exemple

avec l'estimateur des moindres cares

Une fois que nous avons choisi un mockle, nous allons souhaiter quanti er sa validie
l.e. notre capacit a faire de bonnes pedictions avec. Pour quanti er nous pouvons

utiliser une fonction de co0t mais sur quelles donrees allons nous faire des pedictions ?

Jusqua pesent toutes les donrees dont nous disposons ontee places dans I'en-
semble d'apprentissage (avec lequel nous approchons un mockle par un estimateur).
Nous pourrions &tre tenes devaluer I'estimateur surA mais nous nous heurterionsa

la hantise de 'apprentissage statistique : le surapprentissage.

On parle de surapprentissage (ou over tting) quand I'estimateur s'adapte trop bien
a I'ensemble d'apprentissage en cepit du vrai mocele. Pour surveiller ce surappren-
tissage, une bonne pratique est d'avoir un ensemble de tést Cet ensemble servira
aevaluer la qualie des pedictions obtenues avec notre estimateur, et ne devra donc
surtout pas &tre utilise pendant la phase de construction de I'estimateur. D'un point de
vue formel, une bonne manere de reperer le surapprentissage est de comparer le signe
de la dierence entre erreur surT et I'erreur sur A. Si cette dierence est positive,
alors il y surapprentissage.

Notons toutefois qu'avoir un ensemble de test ne supprime pas le surapprentissage,

il permet seulement de d'estimer de manere non biaisee la qualie des pedictions.

Le surapprentissage s'exprime sous diverses formes et peut étre monte de facon
tes visuelle avec le mocktle lireaire et I'estimateur des moindres cares (voir gure 1.1).
Montrons d'abord que I'erreur calcuke surA est trop optimistea l'aide de simulations.
Nous allons simulen = 10 eponsesy = 1+0:8 z+eavecz U (0;3)ete N (0O; P 3).
Nous calculerons alors I'estimateur des moindres cares sur toutes les donrees que nous
avons simukees. Nous calculerons ensuite le RSS pour I'estimateur des moindres cares
RSSuc et pour le vrai mockle RSS y sur ces mémes donrees pour estimer la qualie de
la pediction. Cette proedure est epeee 1000 fois. La gure 1.1a montre un boxplot
de la quantie RSSyc RSS,v. Nous voyons que l'erreur assocee au mockle estine
est plus faible que celle du vrai moctle. Cela montre que I'erreur de pediction est

sous-estinee si nous n'utilisons pas d'ensemble de test.

Dans la gure 1.1b nous allons simuler un ensemble de donrees comme cecrit dans

le paragraphe peedent. Nous utilisons maintenant un ensemble de test (en rouge)

11
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(a) Dierence entre l'erreur de l'estimateur des (b) Exemple de surapprentissage avec l'estima-
moindres cares et le vrai moctle surA. teur des moindres cares.

Figure 1.1 { Deux mises enevidence du pkenorene de surapprentissage avec l'estimateur
des moindres cares.A gauche on montre que l'erreur de pediction de I'estimateur calcuke
sur A est trop optimiste. A droite on a un exemple evident de surapprentissage calA est
trop petit.

mais nous n‘avons que deux de points dans I'ensemble d'apprentissage (en vert). Nous
voyons bien ici bien l'importance d'utiliser un ensemble de test : pour les moindres
cares le RSS surA est nul mais celui surT ne l'est pas du tout. Il y a bien du
surapprentissage et lechantillon de test le ewle compktement. Dans cette exemple,

il est tes clair que le surapprentissage vient du fait qué\ ne contient pas assez de
points pour bien apprendre le mocele (ou dit autrement il y a trop de paranetres par

rapporta la taille A). Ce sera bien souvent I'explication du surapprentissage.

1.5 Concept d'erreur

Jusqua pesent nous sommes reses assezevasifs sur le concept d'erreur : nous nous
sommes contenes d'utiliser le RSS pour quanti er la qualie d'une egression lireaire.
Nous allons ici peciser un peu les choses. Pour un estimatefliet une fonction de cont

L, nous & nissons l'erreur de test comme

h i
Erra = Evxyzr LOY;PXO)A (1.13)

Elle correspond a l'esgerance de l'erreur de pediction sur un ensemble de test

incependant et avec un ensemble d'apprentissage >e. Une quantie assocee est l'erreur

12
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de test attendue

h i
Err = EpErra = E L(Y;f(X)) : (1.14)
Pour cette quantie I'ensemble de test ET I'ensemble d'apprentissage sont consicees
akatoires. Notre objectif sera d'estimer Erk car nous ne disposerons que d'une quantie
limiee de donrees et donc d'un ensemble d'apprentissage ». En pratique nous nous
ineresserons souventa Err car plus facilea estimer (avec des nmethodes telles que la

validation croige, nous y reviendrons plus en cetail plus tard).

1.6 Slection etevaluation de mockle

Dans cette section nous pesentons le concept de lection et devaluation de moctle.

Pour cela nous allons avoir besoin de e nir le principe de complexit.

La complexie d'un mockle peut étre vue comme la force du lien entre la eponse et
les paranetres [Hbge, 2016]. La complexie exprime aussi la di cule du mocklea étre
appris : plus le mockle est complexe, plus son estimation sera compliqiee a ealiser.
Dans le cas de l'estimation du moctle lireaire par la egression des moindres cares,
le nombre de variables inegees au mockle est une mesure de la complexie. Nous

reviendrons sur d'autres mesures de complexie un peu plus loin dans ce chapitre.

Le concept de slection de moctle peut se esumer par la volone de choisir le
meilleur mockle au sens de la pediction parmi toute une famille de moceles. Supposons
que l'on dispose d'un vecteur de eponse et de 10 variables explicatives assocees : la
recherche de la egression lireaire univaree minimisant une erreur quadratique est un

exemple de slection de moctle.

La ®lection de moctle est uneetape recessaire pour des approches de mocklisation
contrélant la complexie via un hyperparanetre (que nous appelons ici ). Pour ces
mockles, nous allons donc devoir choisir (et donc la complexie optimale) qui minimise

I'erreur de test attendue. Il y aura donc troisetapes distinctes.

1. Letape de ceation des mockles :a l'aide des donrees, nous ceons une famille de
mockles plus ou moins compligles (i.e. complexes), ce qui en pratique correspond

a tester une gamme de valeurs du paranetre .

2. Letape slection de mockle : nous allons tester chacun des mockles et ®lectionner

le meilleur possible i.e. le moctle permettant la meilleure pediction possible.

13
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3. Letapeevaluation de mockle : une fois que nous avons choisi le mocele optimal
pour notre probeme, nous allons estimer son pouvoir pedictif avec I'erreur de

test sur un ensembl€el incependant.

Pour letapeevaluation de mocele, nous avons vu qu'un ensemble de test incepen-
dant T etait recessaire. La méme philosophie esta appliquer sur letape de lection
poureviter des biais. Icealement (si nous avons su samment de donrees) nous les ce-
couperons en trois ensembles incependants : un ensemble d'apprentissaggur lequel
nous estimerons nos mockles, un ensemble de validatidravec lequel nous choisirons le
mockle minimisant I'erreur de test et en n un ensemble de test sur lequel nous esti-
merons Erp . Si nous manquons de donrees, il est possible d'utiliser des approches pour

compenser letape de slection, nous en reparlerons rapidement au prochain chapitre.

Mesures de la complexie

Nous avons ce ni la complexie mais nous sommes reses assez vagues sur sa e ni-
tion pecise. Les deges de libere sont une manere de quanti er cette complexie. lls
sont souvent e nis comme le nombre d'observations moins le nombre de paranetresa
estimer. Bien que intuitive, cette ce nition ne s'exporte pas tes bien dans le caga <p.

De plus elle ne prend pas en compte les potentiels hyperparanetres des moctles.

Soit un vecteur de pediction ¢ = (41;:::; ) calcuk sur les donrees deA, Trevor
Hastie et al. ¢k nissent les deges de libere e ectifs (en anglais e ective degrees of

freedom) comme

di(9) = —tr (couy: 9)): (1.15)

Cette ¢k nition est bien pratique car elle setend compktementa la notion d'hyper-
paranetres :a chaque valeur d'hyperparanetres est assocee une valeur des deges
de liberes df(¢( )).

La cccomposition Biais-variance

Si nous utilisons la perte d'erreur quadratique comme fonction de codt, I'erreur de
test attendue avec individu de test e en egression peut etre decoupee de la facon

suivante (preuve en annexe) :
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B (Y Fl00)? = var(v)  + var(f{xo) + Ex=x, ) ExenlY]
| —{z— Z | {z }

erreur ireductible variance estimateur biais

(1.16)

Le premier terme est |'erreur ireductible de notre probeme qui ne peut étreeviee
quel que soit notre apprenant. Le deuxeme terme repesente la variance de notre
estimateur. En n le dernier terme repesente le care du biais de I'estimateur i.e. le care
de la dierence entre I'esgerance de I'estimateur et le vrai moctle. Le biais et la variance
sont des fonctions de la complexie : le terme de biais va diminuer quand la complexie

augmente eta l'inverse le terme de variance va augmenter avec la complexie.

Le cecoupage 1.16 est appek la cecomposition biais-variance et est particulerement
utile dans letape de slection de mocele. Comme les termes de biais et de variance
sont monotones, le minimum de l'erreur de pediction correspondraa la complexie

proposant le meilleur compromis entre biais et variance.

Le dilemme biais-variance est souvent pesent pour l'erreur quadratique de I'esti-

mateur. Dans ce cas la cecomposition devient

£ h A 2i _ N £ hAi
( L |l {7}
biais

(1.17)

variance estimateur

Notons qu'ici nous utilisons I'abus de notatiorx? = xTx pour les vecteurs et le terme
var(x) se ekrea la variance des coe cients dex et nona la matrice de covariance de

X.

Regression enali®e

Si nous consicerons le criere des moindres cares ¢ ni en 1.6 pour un apprenaift
guelconque, nous voyons que le criere peut étre minimise par une in nie d'apprenants
(tous ceux eriant y; = f(z) 81 2 J1;nK. Pour le cas des moctlisations lireaires, ce
prenonene apparat pour le casn < p et donc nous ne pourrons nous contenter de

minimiser un criere des moindres cares (abeg MC) pour estimer le mockle.

Pour pouvoir utiliser un mocele lireaire dans le cas < p, une famille d'approches

tes utilisee sont les egressions penaliees : nous allons cherchera minimiser un criere
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de la forme suivante

PRSS(f; )= RSSf)+ J (f): (1.18)

Le terme J(f ) est un terme dit de penalie et donne un scalaire pour chaqué .
Nous choisironsJ croissant en la complexie def, i.e. l'inverse du terme RSS : la
penalie a pour objectif de "contenir” la courbe i.e. deviter de lectionner un mockle
tes complexe adkerant tes biena I'ensemble d'apprentissage et se gereralisant tes
mal. Nous choisirons alor§ comme minimisant le compromis entre les deux critres,
l.e. la solution la plus proche de nos donrees et restant la moins complexe possible.
Pour egler ce compromis nous jouerons sur 'hyperparanetre 0 appek constante
de penalisation. Plus cette constante seraelewee, plus nous penaliserons l'asgerie de la
solution et donc nous aurons tendancea choisir des solutions "simples”. Les extrémes
des valeurs de illustrent bien ce ptenonene : le cas = 0 correspond au cas a
nous n'imposons aucune penalisationa la complexie de notre mocele tandis que le cas

=+ 1 impose la solution la moins complexgé = 0.

Dans le cas des moctles lireaires, nous pouvons citer comme exemple le LASSO
[Tibshirani, 1996] ou la egression ridge que nous allons pesenter plus longuement dans
la suite de ce manuscrit. En e et, nous verrons (entre autres) dans le chapitre suivant
gue la egression ridge permet un paralele avec les mockles a e ets akatoires, une

methode matrematique tes utilisee pour I'estimation d'teritabilie.
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Chapitre 2

La egression ridge

Le chapitre peedant nous a permis de poser le cadre de l'apprentissage statistique.
Nous allons maintenant nous concentrer une nethode d'apprentissage appeke egres-
sion ridge. Nous pesenterons la nethode, quelques unes de ses proprees et discuterons
de la gestion de son hyperparametre. Nous pesenteronsegalement tes brevement les

mocklesa e ets akatoires et discuterons de leurs liens avec la egression ridge.

2.1 [ nition et origine

La egression d'aréte (que I'on anglicisera en egression ridge) aee pesente pa-
ralelement dans dierents domaines. Tikhonov la pesenta sous le nom de egularisa-
tion de Tikhonov comme une nethode permettant la esolution de sysemes lireaires
mal poss (i.e. de sysemes n'ayant pas de solution \eri ant les crieres d'Hadamard :
existance, unicie, et continuie) [Tikhonov, 1965]. Hoerl pesenta la nethode sous une
approche plus statistique qui nous ineressera plus ici [Hoerl and Kennard, 2000] : l'icke
est d'ajouter un petit coe cient au termea inverser dans l'estimateur des moindres

cares pour controler l'instabilie de I'estimateur.

La egression ridge est une egression lireaire penalisse dont la penalie est la somme
des cares des coe cients du vecteur d'e ets. Supposons que nos donrees suivent un

mockle lireaire
y=Zu+eavece N O 2, : (2.1)

Alors l'estimateur de la egression ridgelir est ce ni comme la solution du criere
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2. La egression ridge

argminRSS+ Jripee = argminky  Zuk +  kuk: (2.2)
u2RP u2RpP
Le paranetre de penalie 0 sanctionne les solutions dont les valeurs de coef-

cients sont teselewes au prot des solutions dont les coe cients sont plus faibles.
Nous dirons alors que la egression ridge "isse" les solutions. Sous I'hypotrese que
I'esperance des e ets est nulle, la ridge peut &tre vue comme une egression lireaire
qui contrble la variance des ses coe cients. Remarguons egalement que le cas 0
correspond au cas des moindres cares ordinaires tandis que pour le cas+ 1 nous

choisirons toujours la solution nulle.

La minimisation du criere 2.2 donne un estimateur avec une forme close et de nom-

breuses proprees. Nous allons maintenant pesenter quelques unes des ces proprees.

2.2 Standardisation des donrees

Il est tes fortement conseile d'appliquer la egression ridge sur un mocele dont la

eponse est centee et la matrice de donrees est centee et eduite par colonnes.

Travailler sur des donrees non-centees revient a ajouter au mockle un terme
constant appek intercept, qui s'interpete comme la moyenne de la eponse. En re-
gardant le criere 2.2, nous voyons que toutes les variables sont concerrees par la pena-
lisation. Si les donrees ne sont pas centees nous allons penaliser cette moyenne, ce qui
n'‘a pas de sens. Si les donrees sont centees le probeEme se esout car la penalisation

n'a ecte que la variance.

Sans normalisation de nos donrees, les estimations des e ets risquent d'étrea des
echelles compktement dierentes. Pour visualiser ce plenonene, imaginons un mocele
visanta expliquer la taille d'une personne en fonction de son age et de son sexe. Selon
gue l'age soit en anrees ou en mois, I'e et estine sera tes dierent. La normalisation de
la matrice des donrees permet de s'assurer que tous les e ets soienta la mémeechelle.
Or nous avons dit que la penalisation de la egression ridge pouvait €tre vue comme un
contrble de variance du vecteur d'e ets. Puisque cette penalisation est la m&éme pour
toutes les variables, en I'absence de normalisation des donrees nous penalisons autant

toutes les variables (méme si elles sonta desechelles tes dierentes). La normalisation
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2. La egression ridge

des donrees (et donc le fait d'avoir les e etsa la m&meechelle) donne une colerencea
la penalisation unique.

En pratiqgue nous aurons tendancea utiliser la moyenne empirique de notre eponse
pour centrer celle-ci. De m&me nous centrerons et eduirons chaque colonne des donrees
par respectivement sa moyenne et sonecart-type empirique. Bien que tes courante,
ces pratiques peuvent-étre discuees (particulerement dans le cas @ < p) et nous

reviendrons dessus plus tard.

2.3 Calcul de l'estimateur

Comme la egression lireaire standard, I'estimateur de la egression ridge dispose

d'une formule simple. Derivons seloru le criere 2.2 .

@ ky Zuki+ kukl =@ (y Zu)'(y Zu)+ u'u
=2Z2"Zu 22Ty +2 u:

En posantQg le vecteur qui minimise 2.2 nous pouvonsecrire

@-nv; ky Zuki+ kuk; =0 (2.3)
) 0g= ZTZ+ 1, 'ZTy (2.4)

2.4 Proprees de l'estimateur

2.4.1 [ecomposition en valeurs singuleres, analyse en com-

posantes principales et deges de libere

La decomposition en valeurs singuleres est une technique tes utiliee en analyse
des donrees [Golub and Kahan, 1965, Golub and Reinsch, 1970]. Nous appellerons
cecomposition en valeurs singuleres (SVD) d&Z la cecompositionZ = UDV T. U 2
O(n) etV 2 O(p) cecrivent respectivement I'espace des lignes et des colonnegd® 2
Dnp(R) est une matrice diagonale dont les coe cients diagonaux sont appees valeurs

singuleres. Notons que toute matriceZ 2 M ,,(R) admet au maximum mir(n; p)
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2. La egression ridge

valeurs singuleres non nulles.

L'analyse en composantes principales (ACP), egalement connue sous le nom de
transformation de Karhunen{Lave est une nethode permettant de construire un jeu
de variables cecorekes decrivant le mieux un jeu de donrees. Elle trouve ses origines
dans Pearson [1901] et fut formalisee par Hotelling [1933].

La SVD et 'ACP sont compktement lees : I'ACP de la matrice Z correspond a
la SVD de la matriceZ"Z. En particulier, les valeurs singuleres correspondent aux
racines carees des valeurs propres.

En utilisant la SVD de Z nous pouvons ecrire |'estimateur de la egression ridge

sous la forme suivante :

6Gk=V DD+ I, DTUTy: (2.5)

Cette forme est ineressante d'un point de vue calculatoire car elle demande l'inver-
sion d'une matrice diagonale et non pleine comme 2.4, au prix d'une decomposition en
valeurs singuleres deZ (qui estegalement colOteuse en temps de calcul). C'est toute-
fois tes ineressant si nous souhaitons calculer I'estimateur pour plusieurs valeurs du
paranetre de penalisation, car nous n'avons qua calculer la SVD d& une seule fois.

Nous en parlerons plus en cetail plus loin dans le manuscrit.

La decomposition en valeurs singuleres permet de ce nir pour la egression ridge
une forme particulere des deges de libere e ectifs. Notong} = Z 277 + I ! Z'y =
H vy le vecteur de pediction sur I'ensemble d'apprentissage. En reprenant la ce nition
des deges de libere e ectifs 1.15, la formule d'esperance quadratique et la SVD

1 1
df(§) = Str (couy;y)) = —Ec.e'H e (2.6)
= iztr 2ub DD+ I, DTUT 2.7)
miR(np) 42
= — (2.8)
=1 it

Un inerét de cette quantie est qu'elle estborree0  df(§) min(n;p). La quantie
df augmente avec la complexie du mockle : df= min(n;p) correspond au moctle

lireaire non penalie et df = 0 correspond au mockle nul.
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2. La egression ridge

2.4.2 Le dilemme biais-variance pour la egression ridge

En supposant la matrice de donreegZ xe, le dilemme biais-variance decrit en 1.17
pour la egression ridge secrit de la manere suivante :

h i
var(0r) = Ey (0r  Ey[0R])T(0r  Ey[0R])
=E (0 Z'Z+ 1, ZTzwT(0r ZTZ+ 1, ZTZu)
" 1 T 1 #
=E, Z'zZ+ 1, "Z'(y Zu) Z'Z+ 1, "Z'(y Zu)
=tr Z 22+ |, Al 2|, (esperance d'une forme quadratique )
biais’(0r) = (Ey[0r] )" (Ey[0r] U)

T

= Z'z+ 1, 'Z7zu u  Z'Z+ 1, Z'Zu u

1 2
ut zZ'z+ 1, "Z'Z 1, u

2
= 2" Z'Z+ 1, "u

Ce qui nous donne

miR(n;p) a2
var(0g) = 2 S S 2.9
( R) ‘el (d%'l' )2 ( )
mig<(n;p) (f
o - 2 — T,
biais?(0r) = @y avecc= V'u: (2.10)

La variance et le biais sont respectivement des fonctions cecroissante et croissante en
(voir annexe). En pratique la egression ridge propose donc de biaiser I'estimateur des
moindres cares pour baisser sa variance, et I'objectif sera donc de trouver le meilleur
compromis entre les deux.
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2. La egression ridge

2.4.3 Theoeme de l'existence

Une propree ineressante est que l'estimateur de la egression ridgég peut tou-

jours faire mieux au sens de la pecision que l'estimateur des moindres carges
9 > 0; MSE(Or;u) MSE(0; u) (2.11)

avec MSEXx;y) = %xTy. Une cemonstration est disponible en annexe A.3. Sous
eserve de connatre un lambda \eri ant cette propreeg, il est donc toujours avantageux

d'utiliser la egression ridge. Nous verrons plus tard comment choisir ce paranetre.

2.4.4 Un exemple pratique

Un exemple de cecomposition biais variance pour l'estimateur de la ridge est pe-
sene dans la gure 2.1. Dans ce graphe nous avons simue un mocele additif de di-
mensionn = 100 et p = 10 puis nous avons calcuk le biais et la variance avec les
formules decrites en 2.9 et 2.10. En abscisse on utilise les d.d.l.e avec la formule 2.8.
La courbe rouge repesente la variance et la courbe verte est le biais. On voit que la
variance augmente quand le moctle se complexi e et qua l'inverse le biais diminue
avec la complexie. La courbe en noir est la pecision de I'estimateur et pesente un
minimum vers d.d.l.e’ 8,5-9. La courbe en pointile repesente la pecision de I'esti-
mateur des moindres cares. Nous voyons bien qu'il existe des valeurs déelles que

la pecision de la egression ridge soit inerieurea celle des moindres cares.

2.4.5 La egression ridge en grande dimension
Un estimateur toujours c ni

Un inerét de la egression ridge par rapport aux moindres cares est qu'elle peut

étre utilieee dans le cas de la grande dimension ire<p. En eetsi n<p alors

e
02spZ2'z ) 2'2z= & 0O "=0:

i=1
La matrice Z'Z n'est donc pas inversible et I'estimateur des moindres cares ne

peut donc pas &tre ¢ ni. Dans le cas de la egression ridge,
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2. La egression ridge

Figure 2.1 { Un exemple de la decomposition biais variance de I'estimateur de la egression
ridge.

¥ Y
8>0 Z'Z+ 1, = (df+ )= "P (F+ )>0
=1

i= j=1

L'estimateur de la egression ridge est toujours e ni tant que > 0. Dans le cas
n < p la ridge se ewle donc un choix ineressant pour une mocklisation lireaire qui

rend le probeme soluble sans slectionner des variables.

Une forme adapeea la grande dimension

Dans un cas aip est tes grand, le calcul de I'estimateur peut tre lourd. En e et
I'inversion de la matricep p dans la forme 2.4 va étre tes compligiee. Nous avons
vu gu'utiliser la SVD rend l'inversion plus facile, mais la SVD reste une operation
codteuse. Il existe une forme alternative de I'estimateur de la egression ridge quievite
la manipulation de matricep p. En particulier, cette forme sera tes ineressante pour

le calcul deH en grande dimension.
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2. La egression ridge

zZ" 72T+ 1y, = 272+ 1, ZT
1 1 1
) Z'zZ+ 1y ZT zZT+ 1y ZZT+ 1, = ZTZ+ 1y Z"z+ 1y, 2T zZT+

1
) Z'zZ+ 1y ZT=2ZT 22T+ |y

Nous pouvons alors donc alorsecrire I'estimateur ridge sous la forme

0r=2" zZT+ 1, 'y=vDT DD+ I, ‘UTy (2.12)

etH sous la forme

H =zz" zzZ7+ 1, '=ubD” DDT+ I, 'UT=UD U:

Sous cette forme déd nous ne manipulons que des matrices n. De plus nous
ne calculerons pas la SVD d& mais plutét celle deZZ" (ce qui revienta faire une
ACP).

2.5 Choix du paranetre de penalisation

2.5.1 Comment choisir ?

Nous avons vu qu'un bon choix de paranetre de penalisation est important pour
avoir un estimateur ridge de qualie. Mais comment choisir ce paranetre ? Dans I'exemple
du graphe 2.1 le paranetre optimal , etait visible avec la cecomposition biais-
variance. En pratique nous avons rarement ac@s au paranetre et au vecteur d'e ets

u et ce n'est donc pas utilisable.

Notre objectif est d'avoir les meilleures pedictions possibles pour I'estimateur ridge

I.e de trouver o qui minimise l'erreur de pediction e nie en 1.13 pour un nouveau

point (Yo; Zo)

: : 2.
opt =argmin Erra( )=argmin Ey,., Yo Z30r( ) jA

aveczy 2 RP un vecteur colonne.
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2. La egression ridge

Une approche tentante serait de choisir a partir des donrees de I'ensemble d'ap-
prentissageA i.e choisir le lambda qui minimise l'erreur de pediction surA

1X - 2
erma ()= — yi z'0r( ) avecna = Card(A): (2.13)

A i2A

En pratique cela ne fonctionne pas. En e et ey a tendancea sous-estimer E. De
plus erry favorise toujours le mockle le plus complexe possible et donc choisif: = 0.
Ce plenonene est bien illuste dans la gure 2.2. Dans cet exemple nous avons simue
un jeu de donrees de taillen = 600 et p = 30 selon un mockle lireaire. Nous avons garce
100 individus pour estimer le vecteur d'e et en utilisant la egression ridge et utilise
les 500 autres comme ensemble de validation. Nous avons calcuk, €igourbe rouge)
et estime Erra (courbe bleue) avec le MSE sur I'ensemble de validation. Il appara’

clairement que erg est un mauvais estimateur de Ex.

Figure 2.2 { Un exemple du comportement de erg et Erry.

Au vu de l'importance d'avoir des donrees externes pour le choix de une bonne
pratique serait de sparer notre jeu de donrees en 3 parties : un ensemble d'appren-

tissage A pour construire l'estimateur, un ensemble de validatio’V pour choisir la
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2. La egression ridge

complexie optimale @ travers le choix de ) et un ensemble de tesfT pour estimer

les capacies pedictives.

Le probeme de ce cecoupage est qu'il est gourmand en donrees. Il est recessaire
d'avoir une taille d'ensemble d'apprentissage su sante pour estimer correctement le
vecteur d'e et, un faible e ectif dans V peut entramer un mauvais choix de complexie
optimale et en n 'estimation de la capacie pedictive ne sera pas able si on a trop

peu d'individus dansT . Ce cecoupage n'est donc pas toujours applicable en pratique.

Pour paliera ce probeme il existe des nmethodes pour remplacer letape de vali-
dation. Une premere approche est d'utiliser une formule analytique telle que I'AIC
(Aikaike Information Criteria) [Akaike and BN Petrov; F Csaki, 1973] ou la statistique
C, [Mallows, 1973]. Ces formules permettent de choisira partir de A et permettent
donc de se passer de lI'ensemble de validation. Une autre approche est d'utiliser un
eechantillonnage des donrees tel que la validation croise ou le bootstrap. Dans la

suite de ce manuscrit nous nous concentrerons sur la validation croise.

2.5.2 La validation croige

La validation croice K fold

Figure 2.3 { Principe de la validation croise.

La validation croise visea fractionner I'ensemble d'apprentissage en sous-ensembles
incependants, puis a construire le mockle sur tous les sous-ensembles sauf un eta
levaluer sur le sous-ensemble restant, et ceci en changeant plusieurs fois les rbles comme
cecrit dans le graphe 2.3. NotondA ;;:::; Ak g une partition en K sous-ensembles de
A telle que A = BA|, ¥ A, = ; et notonsegalementA ' = AnfA,:i 2 Agla
partition privee dul_slous-elz_r%semble contenant l'individui. Nous e nissons alors l'erreur

de la validation croieeK -fold pour la egression ridge comme
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2. La egression ridge

1 Ra i 2
erve( )= — vi ZOR () ; (2.14)
NA =1
avecz 2 RP un vecteur colonne repesentant la ieme ligne d& et 04 ' 'estimateur
ridge construit avecA '. Nous choisirons ensuite

"V =argmin erryc( ):

Chaque individu est utili’e K 1 fois dans la construction d'estimateur et une
fois dans levaluation du mockle. Tes souvent nous prendronK entre 5 et 15. La
validation croise est une nethode robuste donnant des esultats satisfaisants mais qui
peut se eweler parfois codteuse en temps de calcul.

Notons en n que la validation croisee estime I'erreur attendue de pediction 1.14 plu-
tot que I'erreur de pediction 1.13 : la validation croiee "construit” plusieurs ensembles
de test et d'apprentissage et mimique donc une esperance sur l'ensemble d'apprentis-

sage (voir le chapitre 7 de [Trevor Hastie et al., 2009)).

Un cas particulier : la Leave-One-Out

Un cas particulier de la validation croiee est le caKk = n dans lequel nous ef-
fectuons une pediction sur un individua partir de tous les autres. Ce cas particulier
est appek validation croieee Laisee pour compte (que nous allons angliciser en Leave-
One-Out et abeger en LOO). L'erreur de LOO avec standardisation unique pour tout

les individus est ¢k nie comme

err®°( )= xR

: 2
="y ZT0g() (2.15)
A j=1

. 1
avecOg' = Z i (Z )"Z i+ 1, (Z )"y ;l'estimateur de la egression ridge construit
en excluant la lignei du vecteur de eponse et de la matrice des donrees. En utilisant

la formule de Sherman-Morrison-Woodbury, Meijer and Goeman [2013] montre que

(Z7Z+ 1p) 'z(yi Z'0R)

(2.16)
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2. La egression ridge

avec [h ]; le ieme coe cient diagonal de H . Des ebments de la preuve de cette

formule sont disponibles en annexe A.4. En injectant 2.16 dans 2.15, nous obtenons

_ 1Ry Zog()
err-%° ()= . 1L (2.17)

= yT(a H)(diag, H ) (n H)y:  (218)
A

La formule 2.18 est plus rapidea calculer qu'une validation croized& = np plis
(que I'on appellera validation croieeaK = n, fold) car elle ne recessite que le calcul
deH . Notons toutefois qu'il existe une dierence subtile au niveau de la normalisation
entre l'erreur proposee par Meijer 2.15 et une validation croise avelk = n, folds.
Dans la version de MeijerZ ; corresponda la matriceZ privee de la ligne i et n'est
jamais renormaliee. A l'inverse dans une validation croise ava€ = np folds, Z
sera renormalisee a chaque fois. Cette dierence peut paratre anecdotique mais elle

peut avoir une grande importance en grande dimension, comme nous allons le voir.

La LOO est l'approche la plus gourmande en calcul pour I'estimation de I'erreur
attendue de pediction parmi la famille des K-fold. Il est donc particulerement perti-
nent d'utiliser la LOO quand nous ne disposons que de peu de donrees. Nous pourrons
egalement souhaiter utiliser la LOO dans le cadre de la grande dimension (i.e. quand
n << p ) a nous souhaiterons utiliser la "'meilleure” approximation de I'erreur atten-
due de pediction pour "‘compenser" 'apprentissage di cile. Malheureusement dans ce
cadre les temps de calcul de la LOO risquent d'etre tes longs (par exemple en gere-
tigue nous aurons facilemenn > 10 00Q. Nous allons donc pesenter une approche
eduisant les temps de calculs pour permettre d'approcher la LOO dans ce contexte de

grande dimension.

Une approximation de la Leave-One-Out : la Generalized Cross-Validation

L'erreur de Generalized Cross-Validation (GCV) est une approximation de I'erreur
LOO 2.15 propose dans [Golub et al., 1978]. L'icke est de projeter le mocele dans
un espace complexe pour obtenir une matridd a coe cients diagonaux constants.

En combinaison avec la cecomposition en valeurs singuleres et I'expression 2.17, nous

arrivonsa une expression tes simple :
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2. La egression ridge

™ 2

1 _ dy + b&
GCV —_ k=1
= — ket 2.19
en° ()= o 2.19)
NA oy et
1 ky Z K2
-1 kv 200k (2.20)

2
nA %tr(lnA H )

avecb = UTy. Il est possible de donnera l'erreur de GCV une forme telle que 2.18
en utilisant lecriture H = UD UT,

errGCV( ): nlyT(InA H )(tr(ll’l/.\ H )InA) 2(InA H )y (221)
A

= nle(I”A D )tr(ln, D )ln,) %(ln, D )b: (2.22)
A

Dans la forme 2.22, toutes les matrices cependantes desont diagonales et donc
ties facilesa manipuler. Pour peu que nous disposions de I'ACP de la matric&Z ", la

GCV se calcule donc immediatement.

2.6 Les mocakles mixtes

Les mocklesa e ets akatoires sont une approche mathematique tes proche de la
egression ridge. Dans cette section nous allons pesenter ces moctles et leur lien avec

la egression ridge.

Les moctlesa e ets akatoires proposent une approche dierente de la moctlisation
lireaire : contrairementa la egression "classique” (ai les coe cients sont penges comme
xes) les e ets sont ici consicees comme des variables akatoires. Bien que nous ayons
(beaucoup) utilie les mocklesa e ets akatoires dans cette these, nous avons cente
notre travail autour de la egression ridge. Nous ne nous attarderons donc pas sur la
treorie des mocklesa e ets akatoires et nous nous contenterons denoncer les grandes
lignes. Lecriture de cette section se base sur les travaux de Dandine-Roulland [2014]

et Perdry [2017] qui ont fait un incroyable travail d'explication de ces moctles.
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2. La egression ridge

Mocdklesa e ets akatoires et moakles mixtes

Consicerons un mockle lireaire de la forme

X +Zu+e (2.23)

<
1

f+g+e (2.24)

avec 2 R",u2 RPete2 R". Dans ce moctle le termee N (0,; 2I,) joue le role
d'un vecteur de bruit. Nous remarquons que nos donrees sont scincees en deux matrices
X et Z. Le vecteur sera consicee comme un terme xe contenant des paranetresa
estimer. Nous appellerons ces paranetresets xes. Le vecteuru sera lui consicce
comme un vecteur aeatoireu N (0p; 1,). Le paranetre que nous chercherons a
estimer est et non le vecteur d'e etsu. Une approche rigoureusementequivalente est

de xer l'abatoire sur le terme geretique g directementg N (0,; ZZT).

Dans les deux cas la eponse suit donc une loi normale multivaree,
y N (X; zZZT+ 2,): (2.25)

Pour estimer les composantes de varianceset 2, nous utiliserons la maximisa-
tion de la vraisemblance. En posant = ZZ' + 2|, nous pouvons ecrire la log-

vraisemblance de 2.23

G 9= gogi | 00 X )T My X )eost  (226)

La matrice ZZ" est parfois appeke la matrice d'apparentement et mesure la res-

semblance entre les individus. En derivant 2.26 selon, nous obtenons facilement

/\:(XT IX) IXT iy (2.27)
En remarquant que
y X"= Py
avecP = 1 IX(XT  IX)TXT 1 nous pouvonsecrire la log-vraisemblance

30



2. La egression ridge

pro ee du mocele

(Y )= ;Iogjj ;yTPy+cst: (2.28)

Un modakle restreint

Nous remarquons que dans la formule 2.26 nous avons besoin de conn&psur
estimer les composantes de variance, mais la formule 2.27 montre egalement §ue
est une fonction des composantes de variance. Pour passer outre ce probeme, une
solution est d'utiliser une vraisemblance restreinte. Sol€ 2 M ,, ., une matrice dite
de contraste qui verie CX = 0,, et CC' = 1, ,. En multipliant 2.23a droite par C

nous obtenons

=Cy =CX + CZu+ Ce (2.29)
! = CZu+Ce N (0, ;; ) (2.30)
avec = CZZ'C"+ 2, ,=C C'.Dans ce nouveau moctle il n'y a pas d'e ets

xes et les estimations des composantes de variances par maximum de vraisemblance

ne seront pas biaiees. La log-vraisemblance de ce moctle est

i 1 1
restreinte ¢ . 2y — - I - T

En utilisant les deux esultats suivants (que nous admettrons, voir les annexes
de Dandine-Roulland [2014] pour une cemonstration) des proprees des matrices de

contraste

CT 1C = 1 1X 1xT 1
logj j=logjVj+log X" !X + cst

nous obtenons

|restreinte (. 2) = ilogjj ;Iog X7 1X ;yTPy+ constante. (2.32)
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2. La egression ridge

Estimations des composantes de la variance et des e ets gere-

tiques

Il n'existe pas de formule directe des estimateurs du maximum de vraisemblance
pour 2.32. L'estimation de et 2 se fait donc par des nethodes ieratives : chaque
ieration donne une estimation de nos composantes de variance et l'algorithme s'arréte
guand les esultats se stabilisent. L'algorithme Esperance-Maximisation (EM) est une
solution classiquement utilisee qui converge toujours mais cette convergence peut étre
tes lente. Une nmethode souvent utilisee en pratique est I'algorithmeAverage Informa-
tion REscrited Maximum Likelihood (AI-REML). En notant = ( ; ?2), le vecteur des

composantes estineesa l'ierationr est

=

r+l = r+§Hl()+|()r()

avecr () le vecteur de gradient de la log-vraisemblanckl, *( ) l'nverse de la matrice
Hessienne et( ) la matrice d'information de Fisher.

Calcul de l'estimateur des e ets geretiqgues

Il est possible de ceduire un estimateur du vecteur d'e ets geretiques. Rappelons

que nous supposons N (0py; I,) ety N (X ; ZZ" + 21,) et remarquons que

23 2 3 2 3
X zZ |
97=9" £+9° "L
u 0y o Opin
nous pouvons alorsecrire
2 3 02 32 31

T Zgg.

X zz" +
9 N B8 1.8
u O zT I
La distribution de u conditionnellementa y suit alors une loi normale de paranetre
uy N O+ ZT(2ZT+ 2,) Yy X )1, Z'(zz"+ 4, 'z

Le Best Linear Unbiased Predictor(abeg en BLUP) est alors e ni comme

Oswop = Efujyl= ZT Yy X ): (2.33)
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2. La egression ridge

Notons que dans2:33, nous avons utilie les vraies composantes de variance. Pour
estimer ce BLUP nous devrons remplacer les composantes de la variances et le vecteur

d'e ets xes par leurs estimations : nous parlerons alors dmpirical BLUP (eBLUP)

OegLup = nz? A(y X A) (2.34)
=n~ZTPy: (2.35)

BLUP et matrice d'apparentement

Jusqua pesent nous nous sommes surtout ineresesa placer lI'aba suu et nous
avons juste mentionre la possibilie de xer I'aka sur g en disant que les approches
etaient equivalentes. Un des ineréts du mockle akatoire est que les calculs de vrai-
semblance ne sont pas fonction de la matrice de genotype mais de la matrice d'appa-
rentementZZ ". En xant I'aka sur g il est possible d'utiliser n'importe quelle matrice
d'apparentementA : nous aurons alorsy N (0,; 2A) et la matrice de covariance

dey devientalors = ZA + 2.

Bien sar sous cette approche il n'est pas possible d'estimer un vecteur d'e ets
ceretiques 0. Nous pourrons quand méme estimer le vecteur de composante geretique

par

9= ZAPy: (2.36)

2.6.1 Lien entre mocklea e ets akatoires et egression ridge

La egression ridge et les mocklesa e ets akatoires sont deux concepts mattema-
tiques tes les. Pour le voir, ineressons nousa la maximisation de la distributiona

posteriori dans le mockle
y=Zu+e (2.37)

avecu N (0p; lp),e N (On; 2l1,) eten supposant la matrice de genotypes comme

»ee. Notre objectif est de maximiser leMaximum A Posteriori

p(yju)p(u)
p(y)

I log p(ujy) = log p(yju) + log p(u) log p(y):

p(ujy) =
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2. La egression ridge

avec p(ujy) la loi de u conditionre par y. En utilisant le fait que u N (0, Iy),
y N (0,; ZZ"T+ 2,),yju N (Zu; 2l,) et en rappelant que la log-vraisemblance

d'une distribution normale multivaree de paranetres et vaut

. n 1 ..
logp(xj; )= 3log2  Slogj j (x 'oox )

nous pouvons alorsecrire

) n 1 1
log p(ujy) = Slog2  Slog %l S Zu)'( %) Yy Zu)

2w o)1) M 0

+Dlog2 +Jlog ZZT+ Ay oy 0)T(ZZT+ ) My 0

p i
éIogZ §|Ogj o]

En isolant les termes cependants de& nous obtenons

, !
log p(ujy) = 212 ky Zuki+ —kuki + Ko,

avec K-, un terme incependant deu. Au vu de lequation peedente, nous avons

lequivalence

2
arg maxp (ujy) = arg min ky Zuki+ kuk; avec = —: (2.38)

Il'y a doncequivalence entre chercher les composantes de variance optimales et le
paranetre de penalisation optimal d'une egression ridge. Le paranetre de penalisation
est e ni comme le ratio des composantes de variance. Pour bien comprendre cette
equivalence, nous allonsetudier le choix des composantes de variance et du paranetre

de penalisation dans les deux cas extrémes.

Prenons le cas extreme du mocele inegralement bruie i.e1 = 0,. D'apes la formule
2:10 nous aurons don@ biais® = 0 i.e le biais est constant. D'apes le dilemme biais-
variance, nous allons choisir qui minimise la variance et au vu de 2.9 il s'agit de

=+ 1 . Du point de vue du mockle mixte,u=0,! =0. En utilisant le lien 2.38,
nous retrouvons bien =+ 1 .

A linverse, prenons le cas du mockle sans bruit. I@=0"! 2 =0. D'apes 2.9,
nous aurons donc la variance constante et nulle pour tout Le dilemme biais variance
choisira donc le qui minimise le biais i.e = 0. Dans le moctlea e ets akatoires

nous sommes dans le cas af = 0. Toujours en utilisant 2.38 nous retrouvons =0.
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2. La egression ridge

Au vu de cetteequivalence on se doute que les concepts de BLUP et d'estimateur

ridge vont &tre tes proches, ce qui se montre tes facilement :

Or

Z"z+ 1, ZTy=2" 22T+ 1, 'y
2 P 1
zT 72"+ —I1, y=Z" zZ"+ 2, 'y

= VgLup :

2.7 Inegration de variables non-gnali®es dans la
egression ridge

Jusqua pesent nous avons suppog que I'on souhaitait penaliser toutes les variables
de notre moctle mais ce ne sera pas toujours le cas. Par exemple nous souhaitons

guasiment sysematiquement ne pas penaliser l'intercept de notre mockle.

Introduisons dans le mockleX 2 M ,, (R) la matrice des variables non penaliees

et 2 R'" |le vecteur d'e ets de ces variables. Le mockle devient alors

y=X +Zu+e (2.39)
et le criere ridge assoce pour une estimation jointe de et u sera

argmin ky X = Zuki+ kuk:: (2.40)
2R"; u2RP

En cerivant 2.40 selon et u et en cherchant lI'annulation des cerivees, nous obte-

nons

"= (XTX) XT(y  Zu)
1
Or= Z'Z+ 1, Z'(y X ):
Ces formules ne sont pas utilisables car en pratique nous ne connaissons pas

u. Si nous sommes inereses par l'estimation de uniquement, nous utiliserons des

matrices de projection.
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2. La egression ridge

Avec le projecteur orthogonal

Le choix de matrice de projection le plus classique est

Py =1, X(XTX) IXT: (2.41)
avecPy qui \eri e en particulier Px X = 0,, P>T< = Pyx etPxPx = Px.

Alors en multipliant 2.39a gauche par 2.41, nous obtenons le mocktle sans covariables

non enaliees

Pxy = PxX + PxZu+ Pxe= PxZu+ Pxe (2.42)

En particulier dans ce nouveau moctle nous avons

Pxy N (PxZu; 2Py): (2.43)

Pour obtenir un estimateur deu onecrit le criere ridge du mocele (2.42)

argminkPyxy PxZuki+ kuk’ (2.44)
u2RP

=argmin (y Zu)'Px(y Zu)+ u'u (2.45)
u2RP

et en cerivant ce criere selonu puis en cherchanta annuler la cerivee nous obtenons

T 11
Z'PxZ+ 1, “Z'Pyy (2.46)
ZTPx(PxZZ"Px + 1,)Pxy: (2.47)

Or

Avec une matrice de contraste

Il estegalement possible de travailler dans un espace eduit comme dans les moceles
mixtes. NotonsC une matrice de contraste \eriant CX = 0,, etCCT = I, ., alors
comme pour l'approche peedente en multipliant 2.39a droite parC nous obtenons

un mockle sans variables non-penaliees
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2. La egression ridge

Cy =CX + CZu+ Ce=CZu+ Ce: (2.48)

Une dierence par rapporta l'approche peedente est que

Cy N (CzZu; 4, ,) (2.49)

i.e la matrice de covariance du plenotype contraste est une matrice diagonalea coef-
cients constants. Nousecrivons le criere ridge du mocele (2.48)

argminkCy CZuk;+ kuk’ (2.50)

u2RP

=argmin (y Zu)’C'C(y Zu)+ u'u (2.51)

u2RP

et nous obtenons apes cerivation

z'ccz+ 1, ‘Z'CTey (2.52)
=Z7Z'C’(Czz'C"+ 1, ,)Cy: (2.53)

Or

Choix d'une matrice de contraste

La question qui se pose est comment trouvel ? Une approche est d'utiliser la
cecomposition QR. La decomposition QR deA 2 M, (R) secrit A = QR avecQ 2
o(n) etR" 2M (n(R) =[R];0rn ] @ Ry 2M ,(R) est une matrice triangulaire
sugerieure. En posantQ = [Q,;Q,] avecQ; 2 M (R); Q, 2 M ., ((R) et en
remarquant que

0 1 0 1 0 1

Q1 QiQ; QIQ, I O o
Q'Q=&B"1k =B =5 g
Q] O Q QIQ, QIQ, On vr In

alors nous montrons que l'on a
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2. La egression ridge

0 1
TA — AT — %b R1 E — .
QZA_ QZ Q]_ Qz R = On nr nr - On nr-
Ol’l rnn
Comme Q;A = 0y et QEQ2 = |, ,, alors c'est une matrice de contraste.

La cecomposition QR d'une matrice etant relativement peu colteusea calculer, cette

methode est bien pratique.

Estimation disjointe

Dans la pratique plutoét que d'utiliser les approches cecrites au dessus, il sera par-
fois tentant d'e ectuer une estimation disjointe pour les variables penaliees et non-
penaliees (particulerement dans les cas al nous nous attendonsa ce que les variables
enaliees soient inckependantes des non-genaliees). Un exemple d'un tel cas pourrait
@tre un moctle avec un intercept teseleve. Nous commercons par estimer les e ets

Xes avecy comme eponse

"= (XTX) XTy:

Ensuite, nous calculons l'estimateur ridge avec comme eponse la epongenoins

I'estimation du terme des e ets non-penalies

0r= 272+ 1, Z'(y X"):

2.8 Extension du lien entre egression ridge et mo-

ctlea e ets akatoires en pesence d'e ets xes

Il est possible de cereraliser le lienetabli dans la section 2.6.1 au cas avec e ets

xes. Prenons le moctle ¢k ni en (2.39)
y=X +Zu+e

avecu N (0p; Ip)ete N (0,; 2l,). Enremarquant queyju N (X +Zu; 21,),

en supposant encore une foi8 >ee et en utilisant les m&émes calculs que plus haut
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2. La egression ridge

nous pouvons montrer lequivalence

2
argmaxp(ujy) =argmin ky X Zukg + kukg avec = —: (2.54)
u u

Notonsegalement que le lien se prolongeegalement au cas des moctles contrases.
Prenons la version contraste de (2.39)
Cy = CZu + Ce: (2.55)

avecC une matrice de contraste de&X. En remarquant queCe N (0, ,; 2l, ) et

queCy N (CZu; ?l, ,), nous avons alors lequivalence

2
argmaxp(ujCy) =argmin kCy  CZuki+ kuk; avec = —: (2.56)
u u

Notons en particulier que dans le mocele initial (2.39) ou dans le moctle contrase
le paranetre de penalisation optimal est le m&me, ce qui remontre l'inerét de travailler

dans un mockle contrase.
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Chapitre 3

Validation croi®e grerali®e en

grande dimension

Utiliser la GCV en grande dimension n'a paset imnediat. En e et cette dernere
avait tendancea tes fortement sous-estimer le paranetre de pgenalisation optimal car il
etait sysematiquement nul. Dans cette section nous decrirons les probemes que nous

avons rencontes et expliquerons comment nous avons eussia les esoudre.

Nous travaillerons avec le moctle lireaire classique.

y=Zu+e (3.1)

Avecy 2 R",Z2M pp(R),u2 RPete N (0,; 2l,). Nous supposerons que toutes
les variables de la matrice de donrees sont enaliees. Ainsi l'erreur de GCV pour

choisir le paranetre de penalisation de la egression ridge secrit

err®cV ()= in(In H)tr(l, H)IL 2, H)y

= bT(ln D )(tr(ln D )ix) s D )b:

avec

DDT DDT+ I, et (3.2)
b=UTy: (3.3)

)
I
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

Nous supposeronsegalement que le centrage et la eduction deseront ealies de
manere empirique. SoitG 2 M ,.,,(N) la matrice de donrees brutes. Nous calculerons

pour chaque variantj la moyenne empirique

1 X
o= ﬁlng ~n Gij

et lecart-type empirique

/\,:l
'“'n 1

1 X
(Gj Aj 1n)T(Gj Aj 1n) = n 1 (Gi;j Aj )21
i=1

Alors la matrice de donrees standardisseg est e nie comme

Z=[zy;:5zp] avecz; = (G;  N1a)=7:

3.1 lllustration des probémes de la GCV en grande

dimension et sous centrage empirique

Nous allons illustrer les probemes de la GCV en grande dimension et avec un mau-
vais choix de centrage en utilisant des simulations qui seront esunees dans le graphe
3.1. Nous avons simuéen = 100 individus selon un mocele lireaire pour un senario
'petite dimension" avecp = 20 (panneaux du haut) et un senario "grande dimension"
avecp = 2000 (panneaux du bas). Nous comparerons le centrage empirique de la ma-
trice des genotypes (panneaux de gauche) et un centrage avec des valeurs externes qui
seront ici les valeurs que nous avons utilisees pour la simulation des gnotypes (pan-
neaux de droite). Dans tous ces s@narios les prenotypes seront centes empiriquement.
Notre objectif est de chercher le paranetre de penalisation optimal pour la egression
ridge. Pour cela nous avons calcuk la GCV etegalement estine la pecision du mocele
par %(u 0r)"(u 0Og) avecu le vecteur d'e et simuk et Oy I'estimateur de la e-
gression ridge. Dans chacun des panneaux du graphe 3.1 nous avons a cte l'erreur de
GCV et la pecision de l'estimateur en fonction des deges de libere e ectifs ce nis en
(1.15). Toutes les courbes de GCV ontee multiplees par une constante pour étrea la
meémeechelle que la pecision mais ce n'est pas un probeme car nous nous ineressons
uniguement aux minimums des courbes et non pasa leurs valeurs.

Nous constatons que dans le cas> p la GCV et la pecision choisissent la méme

complexie optimale qu'importe le centrage. Cela montre qu'en petite dimension utiliser
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

Figure 3.1 { Une illustration du biais de la GCV en grande dimension et avec le centrage
empirique. Chaque panel qui corresponda un senario de dimension et de centrage repesente
la pecision de l'estimateur (courbe pleine) et I'erreur de la GCV (courbe en pointiles) selon
les deges de libere e ectifs comme mesure de la complexie. Les deuxetudes sont de taille
n = 100 avec p = f20;200Q. Le centrage inkependant aet eali®e avec des valeurs issues
des simulations.
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

un centrage empiriqgue n'a pas un e et net sur la qualie de la GCV.

En revanche dans le cas < p le choix de standardisation se e\ele avoir une grande
importance. Dans le panel avec standardisation par donrees externes, la GCV et la
pecision choisissent une complexie optimale assez proche. Avec une standardisation
empirique la GCV a un comportementetrange et choisit comme complexie optimale
le cas aw = 0 (autrement dit le mocele le plus complexe), et a un comportement

dierent de la pecision.

Ce comportement est irevitable. Dans la section suivante, nous allons montrer que
cela est doa la conjonction de plusieurs facteurs : le contexte de la grande dimension,
de standardisation empirique de la matrice des genotypes et en n I'estimation disjointe

de l'intercept par la moyenne empirique et des e ets geretiques.

3.2 [Emonstrations des probémes

Commercons par remarquer que le spectre de la matriége = ZZ" est dierent
selon que l'on soit en petite ou en grande dimension. Nous rappelons I'expression de la
SvDdeZ=UDV T! K =UDD "U, nous avons alors

0 1
o
0,
| En petite dimension, DD " = , PP Eetsp(K) = fdf; 2 0g.
dp
On pip On p
0 1
df

| En grande dimension, DD " = et sp(K) = fd?;:::; 2.
n

Remarquons cesormais I'in uence d'un centrage empirique des genotypes :

_ X0 X
8] 2 J1; pK z; =0! z = z:

i=1 j6i
avecz 2 RP un vecteur colonne repesentant la ieme ligne d&.

Avec ce choix de centrage chaque ligne deest une combinaison lireaire de toutes
les autres. Une manere de le voir est que lI'un de nos individus n'est plus informatif,

puis qu'il est parfaitement cecrit par tous les autres. Cela a une in uence sur I'ACP
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

de K. Rappelons que I'ACP translate notre jeu de donrees pour ceer des variables les
plus informatives possibles. Comme le centrage empirique "sacri e" un individu, une
conequence est que l'une des valeurs propres iKeest automatiquement misea O : le

centrage empirique fait "perdre une dimension"a I'ACP.

Cette perte de dimension a une inuence dierente entre la petite et la grande
dimension : en petite dimension, I'ACP a dcep au maximump directions explicatives
et donc n p directions non explicatives avec une valeur propre assoce nulle. En
conequence la perte d'une dimension par le centrage n'est pas la cause de l'introduction

de la valeur propre nulle dans le spectre de¢.

Au contraire en grande dimension lea directions de I'ACP sont censes etre ex-
plicatives : le fait que I'on forced? = 0 va signi cativement changer le spectre de
K.

Nous allons maintenant cemontrer de deux maneres que la GCV choisit = 0 dans
le contexte de grande dimension et de centrage empirique. La premere cemonstration
est speciquea la GCV et la deuxeme est plus gererale pour la Leave-One-Out avec

standardisation unique pour tout les individus ce nie en (2.18).

Cemonstration 1

Commercons par montrer qu'en cas de centrage empirique dela valeur propre
nulle est assocee aux vecteurs propresa coe cients identiques : soit = 1, avec
2 R. PuisqueZ est cente empirique, nous avonZ 'w = 0, et doncZZ™w = 0, = 0w
l.e. tout vecteura coe cients constants est un vecteur propre deK assocea 0. En

prenant = pl—ﬁ ou = p—% alorsw est un vecteur propre et unitaire.

Nous remarquons que en grande dimension et avec un centrage empirique nous

0 1
0
d2=0
| °n
I'n D.!Oa 0
1

avons
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

avecD e nie comme en (3.2) et donc

1 2 .
“tr(ln D)l 1970 2y

10 n:

En utilisant ces deux esultats, nous avons donc

Nous rappelons québ = Uy i.e. la n-eme colonne deU correspond au vecteur
propre assoce a la valeur propre nulle. Comme< admet une valeur propre nulle et
que nous venons de voir qu'en cas de standardisation empirique la valeur propre nulle
a l'un de ces vecteurs propres assoces qui esta coe cients constants, alors la dernere

colonne deU esta coe cients constants. Nous avons donc

1
bﬁ = *(1nTY)2
n
et donc

&2 =0
err®cY (! ", (1, Ty)%:

Si nous cecidons de travailler sur un prenotype cente empiriquement, alorg, "y =

0 et donc

&2 =0
erreCV ('

10
Travailler sur un ptenotype cente empiriquement revienta travailler dans un mocele
avec un terme d'intercept puis a estimer de facon disjointe l'intercept et les e ets
akatoires. C'est une pratique tes courante en petite dimension sans que cela ne pose
de probeme. Nous avons donc monte que la GCV n'est pas fonctionnelle dans ce

contexte de grande dimension avec centrage empirique des donrees.
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Cemonstration 2

Dans cette cemonstration nous allons remarquer qu'un centrage empirique de(et
y) implique que chaque ligne d& (et y) devient une combinaison lireaire des autres
lignes. Une consequence pour la LOO est que l'individu de validation devient une
combinaison lireaire de tous les individus de I'ensemble d'apprentissage. Nous brisons
donc l'incependance voulue entre les ensembles d'apprentissage et de validation, ce qui

explique un biais dans le choix du paranetre de penalisation.

On rappelle qu'avec un centrage empiriqgue des donrees nous av@n? J1; nK

X T

yi = Ye = lnay i
k6 i
X

Zi = Zx = 1,11— 1Z i
k6 i

Ineressons nousa

_ . X . 1
§ ()= z 05 = z,05'= 11Z3Z27, Z . ZT+ 1n 1 Yy
K i

qui est I'estimation pour l'individu i avec l'estimateur ridge construit en excluant.
Nous remarquons que € ;Z". est inversible (normalement elle I'est en grande dimen-

sion car le centrage utilise l'individu i en plus), alors quand ! Oon a

_ X
g (i) = Yi = Vi

j6i

Nous en ceduisons que
. 2
=0) ¢ v =0
et donc que

e =0)= 1"y 9 =0

i=1
Une comparaison avec la petite dimension

A titre de comparaison nous nous proposons de regarder comment se comporte la

GCV en petite dimension.
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Remarquons que

0 1
0 0,
n D! B " PPk
' On pp Inp
et que donc
0 1 :
1 2 0, Oy n °X
err®cV( )b, = (P b’® P " PRb= b
' n npp Inop np k=p+1

Cette somme n'a aucune raison d'etre nulle, méme si le terme correspondant au
vecteur propre constant est nul. Cela explique pourquoi nous ne retrouvons pas les
meémes biais qu'en grande dimension. Si nous souhaitons nous rassurer sur le fait que la
somme soit non nulle, remarquons qu'en notart; = [U ;5 U]y = Uly 2 R" P,
alors on a

b, N (UJZu; 2UJU,)! by N (04 o 24 p):

Nous pouvons alors voir cette somme comme proportionnellea I'estimateur empirique
de la variance deb,, qui est donc non nulle.

3.3 Deux corrections pour la GCV

3.3.1 Une correction avec une matrice de contraste
Le cas greral

Puisque l'estimation disjointe de l'intercept pose probeme, une solution va &tre
d'utiliser une matrice de contraste pour retirer le terme d'intercept. Nous avons vu
dans 2.6.1 que le paranetre de penalisationetait le méme dans un moctle avec e ets
Xes ou dans sa version contrasee. Nous allons donc simplement calculer la GCV sur
le mockle contrase. Prenons le mockle gereral avec e ets xes (dont l'intercept) : en
notant X 2 M ., (R) la matrice des covariables non penaliees et 2 R" le vecteur
d'e et de ces covariables, le mocele skcrit

y=X +Zu+e: (3.4)
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

NotonsC 2 M , ., (R) une matrice de contraste pour les e ets xes, le moctle devient

alors
Yc = ZcU+ ec (3.5)

avecyc = Cy 2 R" ", Zc = CZ 2M, p(R) etec = Ce 2 R" ". Enecrivant
Zc = UcDcV{ la SVD deZc,

D€ =DcDL(DcDE+ 1, p) et (3.6)
bC = Ucyc; (37)

nous pouvons alorsecrire I'erreur de GCV dans le mocele contrase

1

GC —
err@V ()= —

b&(ln v DE)tr(ln v D®)ln () 2(ln v D)be:

Cette formule de GCV contraste recessite le calcul d'une matrice de contraste puis
le calcul de I'ACP. Dans le cas a les e ets xes se limitenta l'intercept, ce calcul peut

etre grandement simplie.

Le cas particulier de l'intercept

Un intercept est par ce nition un vecteur constant. Par ce nition de la matrice de
contraste, nous chercherons donc une matric@ 2 M , 1.,(R) weriant C1l, = 0, ;
etCC™ = 1, ;. Puisque nous avons vu que la dernere colonne déetait constante,
alors en notantU , = [Uq;::5;U, 4] nous avonsU ™ 1, = 0, ; etUT U =1, 1
par propree des matrices orthogonales.

L'utilisation de UT,, comme matrice de contraste donnea la GCV une forme tes

rapidea calculer. En e et, nous avons

Zyr =UT,Z=UT,UDV "=D V'

avecD | la matrice D privee de la ligne n. Il en cecoule
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

Zyr Z{7 =D 4D, 2 Dy 1(R) (3.8)

U Hyr, = Zyr Zv (Zyr, Zhr + 1n 1) Y2 Dy 1(R): (3.9)

Avec ce choix de matrice de contraste, la matrice chapebiy, . assocee au moctle
0

est une matrice diagonale. Dans ce mockle constrase, l'erreur de GCV sécrit alors

1
errgs’ () n 1bLTn(|n 1 Hyr (a1 Hyr 1) *(n 1 Hyr )byt

Pl 2
I = B &

2
nlLrpl

n dg +

lk=1

Nous retrouvons une formule tes proche de la GCV standard (2.19) mais sans le terme

assocea la valeur propre nulle dans les sommes.

3.3.2 Une correction brisant les gependances avec un deuxeme

ensemble de donrees

Nous avons monte plus haut que l'origine des probemes de la GCV vient de la
combinaison du cadre de la grande dimension et du centrage empirique, ce qui entrame
des cependances. Une solution pour supprimer ces cependances est de ealiser un cen-
trage avec des valeurs incependantes de I'ensemble d'apprentissage. Nous proposons
d'utiliser un ensemble de donres incependant (que nous appellerons ensemble de stan-
dardisation) pour apprendre les moyennes etecarts-types des variants maisegalement
I'intercept et les autres covariables du mocele. Nous utiliserons ensuite ces estimateurs
sur I'ensemble d'apprentissage, sur lequel nous pourrons utiliser la GCV sans faire
apparatre de cependances.

Cette methode pesente deux cefauts. Le premier est qu'elle nous obligea faire une
hypotheses d'independance entre les variables non-genaliees et le terme geretiques des
variants puisque nous ealisons une estimation en deux temps. Le deuxeme cefaut est
gue cette approche est plus gourmande en donrees puisque nous allons devoir a ecter

un nombre su sant d'individusa I'ensemble de standardisation.

Le graphe 3.2 montre un exemple de GCV corrigee pour un exemple en grande
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

dimension et avec centrage empiriqgue. Nous avons repris les simulations du panel du
bas a gauche de la gure 3.1. Nous avons repesene la pecision, I'erreur de GCV
Eepaee avec une matrice de contraste et lI'erreur de GCV epaee avec un centrage non
empirique. Pour la GCV contrasee nous avons utilisl) T ; comme matrice de contraste.
Pour la correction avec centrage non-empirique nous avons simue 1000 individus sur
lesquels nous avons estine moyennes etecarts-types empiriques. Nous avons ensuite
utili'e ces moyennes etecarts-type pour standardiser I'ensemble d'apprentissage.

Nous voyons que les erreurs de GCV ne semblent pas étre monotones cecroissantes
ni donc toujours choisir = 0. Elles ne sont donc plus biaises et peuvent donca priori
@tre consiceees pour choisir le paranetre de penalisation. Si nous les comparonsa la

pecision, les trois courbes semblent avoir un minimum assez proche.

Nous avons expo et cemonte dans ce chapitre les biais que pouvait rencontrer la
GCV dans un cadre de grande dimension et avec un centrage empirique des donrees.
Nous avons propos deux corrections, une base sur des matrices de contraste et l'autre
sur un jeu de donrees externes poureviter I'apparition de cependance. Nousevaluerons
de manere plus exhaustive la capacie des GCV corrigges a trouver la complexie

optimale du moctle avec des simulations dans le chapitre suivant.
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3. Validation croiee gereralisee en grande dimension

Figure 3.2 { Un exemple de GCV contraste qui corrige le biais de la GCV en grande
dimension et avec centrage empirique. La courbe pleine repesente la pecision de l'estimateur,
la courbe en pointiles repesente l'erreur de GCV et la courbe hactee repesente l'erreur de
GCV contrasee. En abscisse on utilise les deges de libere e ectifs ¢ nis en (1.15) comme
mesure de la complexie. Letude est de taille n = 100 avec p = 2000.
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Chapitre 4

Application de la egression ridgea

I'estimation d'keritabilie

Dans cette section nous proposerons plusieurs icees pour regarder I'estimation d're-
ritabilie comme un probeme d'apprentissage. Nous commencerons par pesenter |'es-
timation d'keritabilie avec les mockles mixtes tel que propos par Yang et al., puis
proposerons plusieurs maneres de quanti er I'keritabilie avec la egression ridge. Nous
appliquerons ensuite nos ickes sur des simulations, et proposeronsegalement une ap-

plication sur 4 prenotypes de la base de donrees UK-Biobank.

4.1 Notations et @& nitions des donrees

Dans cette section nous ce nirons les quanties que nous allons manipuler. Soit
M 2 M ,,(N) la matrice de genotypes avec codage additif de nos donrees i8] 2
JI;nK  J1;pK M 2 f0;1;29. Nous supposerons que notre ptenotypg 2 R" suit le
mockle polygenique additif

X +Zu+e (4.2)

<
1

f+g+e: (4.2)

| f = X un terme d'eets confondants non-geretiqgues avecX 2 M p,(R) et
2 R". On trouvera dans ce terme lintercept mais egalement des variables
cliniques telles que le sexe ou l'age.

| 9= Zule terme d'e ets geretiques avecZ 2 M ,,(R), la version standardisse

de la matrice de genotypesM, et u 2 RP le vecteur des e ets geretiques.
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4. Application de la egression ridgea l'estimation d'reritabilie

| e N (0,; 2l,) un vecteur de bruit appek terme d'environnement.

Rappelons que dans le cadre des GWAS nous avans< p et que nous sommes
donc dans le cas des statistiques en grande dimension. L'estimation de ['leritabilie

d'un point de vue apprentissage soukve plusieurs questions et probemes :

| L'reritabilie est ce nie comme un ratio de variance. Nous pourrions donc étre
tenes d'estimer les termes du moctle (4.2) puis de calculer leurs variances em-
piriques et d'en ceduire une estimation de ['feritabilie. Toutefois dans notre
contexte de grande dimension la egression des moindres cares n'est pas appli-

cable pour estimeru et . Il faudra donc utiliser d'autres nethodes lireaires.

| Un autre questionnement est sur quel ensemble estimer les variances ? Supposant
gue l'estimation soit ealisable et que nous disposions dé et d'un " estines
sur un ensemble d'apprentissage. Devons-nous e ectuer |'estimation de (égr(la
variance des composantes du vecte@)y sur I'ensemble d'apprentissage et donc les
meémes donrees que celles servanta la construction deou bien sur un ensemble
de test incependant ? La e nition d'reritabilie est independante du concept de
surapprentissage mais nous savons que l'absence d'ensemble de test va menera
du surapprentissage.

| Enn une dernere question se pose sur l'inegration des e ets xes. En e et I'te-
ritabilie est ce nie comme la part de variance ptenotypique duea la geretique,
mais dans la literature la place des e ets xes n'est pas forcement toujours bien
e nie.

4.2 L'estimation d'leritabilie par les moakles mixtes

Lequipe de Visscher propose d'utiliser legienomic best linear unbiased predictors
(GBLUP) sur des individus non-apparents pour I'estimation d'keritabilie [Yang et al.,
2010]. Les GBLUP sont des BLUP utilisant une matrice d'apparentement issue de la
matrice des marqueurs geretiqgues et correspondent au cas que nous avons pesene
dans 2.6. Ces moctles sont largement utiliees en geretigue animale et \egetale maisa
notre connaissance lequipe de Visscher fut la premerea proposer leur utilisation pour

I'estimation d'reritabilie en geretique humaine.

Supposons que le ptenotype suit un mockle polygenique lireaire : en utilisant les
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4. Application de la egression ridgea I'estimation d'reritabilie

mémes notations que plus haut, nous pouvons poser
y=Zu+e=g +e (4.3)

avece N (0,; 2ln),Z 2 M pnp (R) la matrice de genotypes standardises des va-
riants causaux assoces au ptenotype. Une particularie est que dans la moctlisation
on supposeu N (0, ; I,) i.e. nous travaillons avec un mocele a e ets akatoires.
Nous appellerons ce mockle 'mockle de Visscher". Nous remarquons en particulier que
ce mockle suppose que tous les variants du mocele sont causaux. Nous supposerons
egalement que les termeg et e sont incependants :

g N (0,; ZZ");
y N (0n; ZZT+ 2ly):

Si nous supposons que les individus sont non apparenes et que les variants sont
incependants, nous pouvons estimer la variance de chacune des composantes du terme
geretique par

var(gl)= 2" p

Nous arrivonsa la forme de la matrice de covariance de

1
ZZ'+ %,=p p—zzT+ 21,

var(y)

- 2 21 .
= 2G +

avecG la matrice de ressemblance geretique entre paires d'individus pour les variants
causaux. Cette forme de matrice de covariance ressemble dans lecriture a celle des
calculs originaux de Fisher [1919] (méme si elle est tes dierente puisque l'akatoire
n'est pas sur les genotypes mais les e ets) et permet d'approcher I'teritabilie par la

proportion de variance prenotypique due aux variants causaux

2 .
e 5 (4.4)

Cette quantie est parfois appeke reritabilie ggnomique et est une approximation de
I'reritabilie au sens faible (que nous avons ¢ nie dans l'introduction).

En pratique nous ne savons que peu de choses sur I'emplacement et I'e et des
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4. Application de la egression ridgea l'estimation d'reritabilie

variants causaux. Nous ne pouvons donc pas construi® et n'avons pas acesa

et 2. Visscher suggere d'approximer cette matricéG par une version “empirique”
calcuke sur la matrice des marqueurs dont on dispose (appel&enetic Relationship
Matrix et abegee en GRM). Puisque nous supposons les individus non-apparentes,
nous pouvons voir la GRM comme une matrice capturant les ressemblances cryptiques
entre individus. Cela revienta poser un moctlea e ets akatoires utilisantZ 2 M ., (R)

la matrice des variants genotypes de notreetude comme matrice de donrees :

y=2Zu+e=g+e:

Nous estimons et 2 avec des vraisemblances restreintes et en n ['reritabilie
genomique par
> _ P
G~ p/\ + N2

Une partie du signal ne peut &tre capte car les variants causaux sont en cesquilibre
de liaison incomplet (abeg LD) avec les marqueurs genotyes. Yang et al. [2010]
propose une correction pour la matric€& pour prendre en compte ce DL incomplet.

Utiliser un moctlea e ets akatoires sur la matrice des variants genotypes a plusieurs
avantages :

| Elle permet decrire la matrice de covariance du phkenotype sous la méme forme
gue dans les mockles de Fisher et nous pouvons alors en extraire une approxima-
tion de I'teritabilie.

| Comme elle utilise des individus non-apparenes, la nethode se veut non-biaisee

carechappanta l'environnement familial partage.

| L'utilisation des mockles mixtes est en accord avec I'hypotrese d'une multitude

d'e ets faibles epartis sur tout le ggnome.

4.3 Regression ridge et leritabilies

Un des objectifs de cette theseetait d'essayer de faire rencontrer le concept d'terita-
bilie et I'apprentissage statistique. Dans cette section nous pesenterons nos tentatives

pour marier ces concepts, avec la egression ridge comme | commun. Les quanties que
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4. Application de la egression ridgea I'estimation d'reritabilie

nous pesenterons n'‘auront pas recessairement de lien direct avec I'feritabilie de nie
par Fisher mais essayeront d'inegrer le concept de qualie d'apprentissage. Les quan-
ties pesenees dans cette section serontevallees sur des simulations et des donrees

eelles dans les sections suivantes.

4.3.1 Lien entre h? et

Il existe un lien direct entre paranetre de penalisation de la egression ridge et
keritabilie si nous acceptons le mockle de Visscher comme \erie et supposons que
NOUS avons ace@s aux variants causaux. Nous rappelons qu'il existe un lien entre la
egression ridge et les moctlesa e ets akatoires 2.6.1. Gracea ce lien nous avons en
particulier = —.

Avec un peu d'algebre nous pouvonsecrire I'approximation de I'teritabilie ce nie

en 4.4 comme une fonction de [de Vlaming and Groenen, 2015]

2
p 1 hg
hZ = I ; 4.5
G p + p h(23 ( )
En pratique nous n'avonsevidemment toujours pas aces aux variants causaux mais
nous pouvonsecrire cette approximation avec les marqueurs. Nous commencerons par
. . . . N . .
estimer le paranetre de penalisation optimal oy:a partir de notre matrice de marqueurs

Z et dey puis nous pourrons en ceduire une estimation de I'reritabilie

1 A2
fia= P .n=p e 4.6
G p+ /\opt y  opt p ﬁé ( )

En choisissant qui minimise un criere de slection nous aurons un premier lien entre

calcul d'reritabilie et egression ridge.

Ce lien permetegalement de esoudre une des probkematiques de la egression ridge :
quelles sont les valeurs de paranetre de penalisation pertinentes pour chercheg, ?
Pour les nethodes bases sur la cross-validation que nous avons pesenees dans la
section 2.5.2, nous choisissons une grille desur laquelle on calculera une erreur pour
approcher o,. Comme la seule contrainte imposea est d'etre positif, le choix de
cette grille n'est pas trivial. Toutefois en utilisant le lien 4.6 nous pouvons facilement

construire une grille de assoceea une grille d'reritabilie.

1 001 1 002 1 099

001 P 002 P 7099 ?

0:0L0:02 ::;; 099! f p
[0k00p ; 095!,
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4. Application de la egression ridgea l'estimation d'reritabilie

Notons que cette approche pour choisir un paranetre de enalisation optimal s'ex-
porte hors du cadre de ['feritabilie, I'reritabilie pouvant étre vue comme la variance

expligiee du mockle.

4.3.2 ‘Heritabilie pedictive

Dans cette section nous pesenterons ['feritabilie pedictive (hg) , une quantie
cereraliste mesurant la qualie de pediction d'une nmethode d'apprentissage, telle que
la egression ridge. Bien qu'elle ne corresponde pas a I'teritabilie au sens strict du

terme, les deux quanties ne semblent pas compktement incependantes.

Ce nition

Pour & nir hg nous supposerons le mockle gereraliste suivant :

y=f(2Z)+ e 4.7)

avec :
| vy 2 R" un vecteur de plenotype.
| Z2M ., (R) une matrice de genotypes (normalise).
| f une fonction lien.

| e2 R" un vecteur de bruit (qu'on supposera gaussiee, N (0,; 21,)).

L'keritabilie pedictive est ¢ nie de la manere suivante :

h2(y;Z:9) =1 LL(:aX” LLm:"‘ (4.8)
avec :

| f un estimateur ety = f'(Z) un vecteur d'estimation assoce.

| L (y;¥) I'esperance d'une fonction de coot (risque) entrey et §.

| Lmax €t Lmin respectivement les 'pire" et 'meilleure” valeurs possibles de.

Une question naturelle est la ¢ nition de L nax et Lmin - Nous avons fait le choix
de supposer que pouk na, l1a eponse et les donrees sont incependantes. A l'inverse,

on suppose que le mockle n'est pas bruie pour le calcul dey;, .

Nous n'avons pas ck ni si les pedictionsetaient ealies sur un ensemble de test

incependant ou sur I'ensemble d'apprentissage. Il est probable que les pedictions sans
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ensemble de test seront trop optimistes mais le concept d'ensemble de test n'est pas
e ni dans I'feritabilie : nous calculerons hs avec et sans ensemble de test sur nos

simulations.

Deux exemples d' h3
Pour un plenotype quantitatif

Si nous supposons le plenotype quantitatif, un choix naturel pout serait de
prendre le risque quadratique.

h i
Ly:i9)=Eky 9 =E y (@), :

Sous l'hypothese que, dans un cas iceal pour I'apprentissage, le mocele 4.7 soit non
bruie, choisir L, =0 est compktement intuitif.

Ly:=E y '@, = Ehkykgi 2Ehny“(z)i +E 1'(@2)

Sous I'hypottese d'incependance entre pediction et eponse nous avons

Lmax = Ehkykgi +E f\(2) 2 = var(y) + KE[yk3+ var f'(Z) + Ehf’\(Z)i 2

Sous I'hypotheseE [f (Z)] =0 et E[e] =0, on aE[y] = 0. Nous devons alors choisir
un f* sous hypothese d'incependance. Un choix que nous pouvons faire é'\s(tZ) =0
(i.e. I'estimateur nul) : nous prendrions comme 'pire estimateur” celui qui quelles que
soient les donrees ne renvoie que 0. C'est un choix relativement naturel, mais cela ne
correspond pas au pire choix possible : si nous prenidi&Z) = K avecK tes grand,
alors le risque quadratique seraitegalement teselewe. En failt'\(Z) =0 correspond au

meilleur estimateur possible sous I'hypothese d'incependance.

En supposantf'\(Z) =0, nous avons donc

Lmax = var(y)

Nous n'avons pas aces au risque quadratique(y; ) eta la variance dey, ils sont

donc estinmes par l'estimateur non biaige de la variance :
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A _ 1 2
Coyip=— vy @,
—_ 1 2
var(y) = - 1kyk2
Et nous avons donc
2
y (2)
h2=1 ————2=R%(y; 4.9
o i VA)) (4.9)

Nous retrouvons le coe cient de cetermination R? usuel en statistique.

Pour un plenotype binaire

Si nous supposons le prenotype qualitatif, un choix naturel pour serait de prendre
le colt O-1.

h i
L(Y;9)=E Lz =P y6f(2)

Sous I'hypotlese que le mockle 4.7 est non bruie, choisit ,;, =0 est compktement
intuitif.

Avant de ¢ nir L.y, rappelons que

Py6f(Z)jy=0 P(y=0)+ P y&f(2)jy=1 P(y=1)
Pf(Z)=1 P(y=0)+ P f(2)=0 P(y=1)

L=P y6f(2)

Notons K la pevalence dey et prenonst’\ un estimateur akatoire de pevalence
K¢ . Nous avons bien l'incependance entre les donrees et cela semble correspondre au

'pire cas possible™.

Pf(z)=1 P(y=0)+ P f(2)=0 P(y=1)
K (1 K)+(1 Kf)K

L max

Cette valeur deL 5« correspond au "no-information criterion” comme e ni dans
[Ambroise and McLachlan, 2002].
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4.3.3 L'keritabilie comme un ratio de variances

Pour cette dernere manere d'approcher ['feritabilie nous allons retournera sa
e nition i.e.a un ratio de variance. En notant (abusivement) var(x) la variance des

composantes du vecteux nous aurions

h2 - Var(g) .

) (4.10)

En pratique le termeg est inconnu, mais nous pouvons essayer de l'estimer (avec
par exemple la egression ridge ou les moctles akatoires). Nous e nissons ['teritabilie

ratio de variance empirique ?) comme

po = Var(®)
var(y)

r

(4.11)

avecy un vecteur de pediction. Cette quantie se justi e par sa ressemblance avec
la ¢k nition originelle de I'feritabilie. Elle repose toutefois sur I'hypotrese que les
pedictions que I'on va faire sont fonction de I'teritabilie. Comme pour ['feritabilie
pedictive, le choix de I'ensemble sur lequel faire des pedictionsA( ou T) se pose.
Nous testerons I'estimation deh? pour les deux ensembles sur des simulations et en

utilisant la egression ridge comme nethode de pediction.

4.4 Simulations et comparaisons avec l'approche REML

L'objectif de cette section est d'illustrer la capacie des quanties que nous avons
e nies dans la section peedentea capturer I'teritabilie avec des simulations. Nous
utiliserons le lien entre teritabilie et paranetre de penalisation, I'teritabilie pedic-
tive (qui sera ici confondue avec le coe cient de ceterminationR?) et I'reritabilie de
ratio. L'teritabilie pedictive et I'teritabilie de ratio utiliseront la egression ridge
pour estimer le vecteur d'e et geretique car la egression ridge nous permet de com-
prendre le lien entre pediction et Feritabilie grace au point de vue de l'apprentissage
statistique. Nous utiliserons la GCV pour choisir le paranetre de penalisation (ce qui
nous permettra de \eri er si elle estime bien le paranetre de penalisation optimal en
grande dimension). Les pedictions seront ealises sur 'ensemble d'apprentissage ainsi

gue sur un ensemble de test independant.
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4.4.1 Descriptif des simulations

Nous allons tester les quanties e nies dans la section peedentea l'aide de simu-
lations. Notre moctle de simulations est grandement inspie de celui de Golan et al.
[2014] et de Vlaming and Groenen [2015].

Dans ces simulations nous souhaitonsevaluer I'in uence de plusieurs paranetres : les
dimensions de letude, I'teritabilie simuke et la proportion de variants causaux dans
le mocele. Les dierents niveaux de paranetres que nous allons tester sont esunes
dans la table 4.1.

Paranetres Niveaux
(n,p) Genotypes simukes : (1000,10000); (5000,100000); (10000,500000)
Genotypes de UKBB : (1000,10000); (5000,100000) ; (10000,417106)
fe 0.1;05;1
hZ.. f0:1;:::;0:99

Tableau 4.1 { Table des valeurs des paranetres pour les simulationsn=p : ratio des dimen-
sions de la matrices de marqueursf. : proportion de variants causaux. h?, : feritabilie
simuke.

Nous allons proposer deux types de simulation selon la nature de la matrice de ge-
notypes : dans les simulations que nous appellerons "syntretiques"les matrices de geno-
types seront inegralement simukes tandis que dans les simulations "semi-synthetiques”
ces matrices seront extraites des donrees de UK Biobank (que nous decrirons plus en

cetail dans la section 4.5).

Pour chaque valeur de(n; p), f. et h3,, dans 4.1 nous cecoupons notre matrice de

genotypes non standardises en 3 blocs incependants

2 3

M a
M = EM s% 2M ning+ngop:
M

T

avecM , la matrice pour l'apprentissage de I'estimateuny + la matrice pour I'ensemble
de test et enn M s un ensemble de donrees incependant que nous utiliserons pour
corriger la GCV tel que cecrit en 3.3.2.

Les matrices de genotypes des simulations synthetiques sont simukes de la manere
suivante : nous commercons par simuldr un vecteur de fequences alkliques de taille
Pmax = 50 000 dont les composantes suivent une loi uniforme U ,(0:05; 0:5), puis

nous simulons les genotypes que I'on concatne pour form&f o, Ms et Mt. Enn
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Figure 4.1 { Decoupage de la matrice de donrees de l'ensemble d'apprentissage. Les ma-
trices de gnotypes incluent (Nmax;N1;N2) = (10000;500Q 1000) individus. Pour les g-
notypes simues (Pmax;P1;p2) = (5  10°;10°;10% et pour les genotypes de UK-Biobank
(Pmax ; P1; P2) = (417106; 10°; 10%)

q —
nous standardisons ces matrices en utilisant respectivemétit et 2f (1 f) comme

vecteur de moyennes et decart-types pour obtenig, Zs et Zt :

8k 2 JI;nK 8E 2fA;S;Tg [Zelk = (Mgl 2f) diag2f (1 f))
avec[Mg]k la keme ligne deMg.

Pour les matrices de genotypes de I'approche semi-syntlretique, nous extrayons 3
sousechantillons d'individus de taillen, nt et ng correspondant respectivementav 5,
Mt et Ms. Pour la standardisation, nous calculon$ ykgg le vecteur de fequences

aleliques des variants sur UKBiobank puis nous standardisons les matrices en utili-

q
sant respectivementf ykgg et 2fykes (1 fukes ) COmme vecteurs de moyennes et

decart-types.

La egression ridge va demander le calcul de I'ACP de la matricgx Z, le produit
matriciel de matrices de grande taille et diverses autres manipulations de matrices tes

colteuses en temps de calcul. Nous allons utiliser l'icce de de Vlaming and Groenen
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[2015] pour que ces temps de calcul restent raisonnables : au lieu de simuler des ma-
trices de genotypes pour chacune des combinaisons de paranmet(esp)=f.=h2,, nous
"xons" la matrice de genotypes et allons varier les vecteurs d'e ets geretiquesu et
environnementauxe pour toutes les combinaisons dé; et hZ, . Ainsi nous n‘avonsa
calculer 'ACP qu'une fois au lieu de3 9 fois, ce qui va tes fortement eduire les
temps de calcul. Pour diminuer encore les temps de calcul, nous ne gererons qu'une
unique matrice de genotypes de dimensionSmax  Pmax qUE NOUS cecouperons pour

chacun des coupleén; p) d'inerét (voir 4.1).

Pour une taille detude n de I'ensemble d'apprentissage et un nombre de variants

x p, les pkenotypes sont alors gerees de la manere suivante :

1. Calcul des nombres de variants causaux et non-causaux

=fc p;

pcau saux

pnon-causaux = p pcausaux:

2. CGereration du vecteur d'e ets geretiques pour les variants causaux

h2

sim I

Peausaux '

. . k2 .
ucausaux(p’ fC’ hsim ) N Opcausaux '
Peausaux

puis construction du vecteur d'e ets geretiques pour tous les variants

0 1

u(p: forh2, ) = Bleasan(PifeiNn)e

Pnon-causaux

3. Pour chaque ensembl& 2 fA ; S; T g (de cardinal ng),

(a) Ceation des termes geretiques
9e(ne: pi fei héim) = Ze(nes pifei i) u(ne; pifei g ):
(b) Ceation du terme d'environnement
ee(Ne; p;fehZn) N (One; (1 hZm)1n):
(c) Concatnation pour former le prenotype

ye(ne; p; fe; h3m) = 9e(ne; p; feihZn) + ee(ng; p;fe hZn):
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4.4.2 Analyse de l'estimation d°  hj

Pesentation des esultats

Les esultats d'estimation d'h? pour les simulations syntretiques et semi-synttetiques
sont pesenes dans la gure 4.2. La sous- gure 4.2a repesente les esultats pour les
simulations synttetiques et la sous- gure 4.2b les esultats pour les simulations semi-
syntretiques. Chacune de ces gures est compose d'une grille de 9 graphes. Les lignes
correspondent aux dierents ratios n=p et les colonnesa dierents pourcentages de va-
riants causauxf .. Pour chacun de ces graphes I'axe des abscisses corresponda 9 valeurs
d'reritabilie simuke et I'axe des ordonreesa la dierence entre feritabilie estinmee
et reritabilie simuke. Les dierents niveaux des paranetres n/p, f. et hZ, sont syn-
tretises dans la table 4.1. Dans les deux approches de simulations nous estimons et
repesenterons dans un boxploh? avec la egression ridge en utilisant la GCV pour
obtenir le paranetre de penalisation optimal puis le lien 4.6 pour avoir une estima-
tion de I'feritabilie. Pour I'estimation d'reritabilie avec la GCV, nous regarderons
les corrections avec une matrice de contraste et un deuxeme jeu de donrees pour le
calcul de l'intercept. Nous regardonsegalement I'estimation d'reritabilie faite avec les
mockles mixtes (en utilisant un algorithme AI-REML) et une validation croisee 10-fold

(uniguement pour les simulations syntketiques).

Sur les simulations syntletiques nous voyons que pour toutes les combinaison$ ge
n=p et h%.,, les dierences entre leritabilies simuke et estimee sont localiees autour
de 0. Aucune des nethodes d'estimation ne semble donner de esultats tes dierents
des autres. Nous remarquons une augmentation de la variance des estimations selon le
ratio n/p : la variance des estimations est maximale pour 1000/200000 et minimale pour
10000/500000. Nous ne remarquons pas d'e et du pourcentage de variance causaux ou
de I'feritabilie simuke.

Les comportements selon n/pf . et h%_. sont les m&émes pour les simulations semi-
syntletiques. Les dierentes nethodes d'estimation donnentegalement des esultats
similaires. Nous voyonsegalement que la variance des estimations augmente quand le
le ratio n/p diminue. Nous remarquons toutefois que la variance des estimations est

plus faible que pour les simulations synthetiquesahr=pequivalent.

Discussion

Nous pouvons tirer plusieurs conclusions de ces esultats. Commercons par ceux

sur la GCV. Une premere conclusion est que nos deux approches pour corriger la
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GCV semblent fonctionner pour les deux types de simulations. En e et la dierence
entre leritabilie simuke et estinee est tes proche de 0 pour toutes les combinaisons
de paranetres de simulations. Les deux corrections que nous avons propoees pour la
GCV en grande dimension sont donc fonctionnelles et semblent donner des esultats
equivalents.

Un autre constat que nous pouvons faire avec les simulations synthetiques est que la
GCV donne des esultats proches de la validation croisee 10-fold. Ce esultat con rme
la validie de la GCV corrigee en grande dimension.

En terme de calcul d'feritabilie, nous voyons qu'estimer ['teritabilie avec la e-
gression ridge donne de bons esultats en moyenne. Nous voyons egalement que la
variabilie des estimations semble du m&me ordre de grandeur que celles des nethodes
bases sur le mockle mixte (utilisant ici I'AI-REML). Ceci con rme que la egression
ridge peut etre utilisee pour estimer ['reritabilie.

Le dernier constat porte sur la variance des estimations selon le ratio n/p. Au vu des
esultats cette variance semble diminuer avec le ratio n/p, ce qui peut sembler contre
intuitif. Cependant, d'apes Visscher and Goddard [2015], la variance des estimations
est censee diminuer quand n augmente ce qui sera le cas ici (n augmente mais le
rapport n=p diminue). Toutefois nous remarquons que pour un ratin=pequivalent la
variance est plus faible pour les simulations semi-synttetiques. Une explication est que
les variants de la matrice des genotypes de UKBiobank sont coreks entre eux, ce qui
diminue le nombre de variants e ectifs du mocele. Nous pouvons donc en conclure que

le nombre de variants importe aussi dans la variance des estimations.

4.4.3 Analyse de l'estimation de  hj et h?
Pesentation des esultats

Les estimations dh? et d'hg (qui rappelons est confondu avec IR? ) sont respec-
tivement pesenees dans les gures 4.3 et 4.4. Dans chacune de ces gures on trouve
quatre sous-graphes. lls correspondent aux quanties calcukes sur les ensembles d'ap-
prentissageA et de testT pour chacune des deux approches de simulation.

Dans chacune des sous- gures apparaissent respectivement I'estimation de la quan-
tie selon I'reritabilie simuke pour les 3 ratios n=p pesenes dans la table 4.1, pour
chacune des simulations synttetiques et semi-synttetiques. Pour chaque etude nous
avons calcuk un estimateur sur I'ensemble d'apprentissage avec la egression ridge

en utilisant la GCV pour choisir le paranetre de genalisation optimal. Nousevaluerons
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(@) h? sur I'ensemble d'apprentissage, simulations (b) h? sur I'ensemble de test, simulations syntre-
synttetiques. tiques.

(c) h? sur I'ensemble d'apprentissage, simulations (d) h? sur I'ensemble de test, simulations semi-
semi-synttetiques. synthetiques.

Figure 4.3 { Graphe d'estimation des h? sur ensemble d'apprentissage et de test pour les
simulations. Les gures du haut correspondent aux simulations synttetiques (celles du bas
aux simulations semi-syntretiques) et les gures de gauche aux estimations suA (celles de
droite aux estimations sur T). Dans chaque gure nous trouvons 3 graphes rangs en ligne
selonn=p et dans chacun de ces graphes se trouvent des sries de boxplot. Pour chaque graphe
l'axe des abscisses corresponda I'feritabilie simuke et I'axe des ordonreesa h?. Les boites
des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la egression ridge en
utilisant la GCV corrigee avec une matrice de contraste, la egression ridge en utilisant la
GCV avec un deuxeme jeu de donrees et un BLUP dont les paranetres de variance ontee
estines avec I'Al-REML.
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€) hg sur I'ensemble d'apprentissage, simulations (b) hrz, sur I'ensemble de test, simulations syntte-
synttetiques. tiques.

(c) hg sur I'ensemble d'apprentissage, simulations (d) hg sur l'ensemble de test, simulations semi-
semi-syntletiques. synthetiques.

Figure 4.4 { Graphe d'estimation des hrz) (ou du R?) sur ensemble d'apprentissage et de test
pour les simulations. Les gures du haut correspondent aux simulations synttetiques (celles
du bas aux simulations semi-syntletiques) et les gures de gauche aux estimations Suf
(celles de droite aux estimations surT ). Dans chaque gure nous trouvons 3 graphes ranges
en ligne selonn=p et dans chacun de ces graphes se trouvent des sries de boxplot. Pour
chaque graphe l'axe des abscisses corresponda ['teritabilie simuke et I'axe des ordonrees
a hg. Les boites des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la
egression ridge en utilisant la GCV corrigee avec une matrice de contraste, la egression
ridge en utilisant la GCV avec un deuxeme jeu de donrees et un BLUP dont les paranetres
de variance ontet estines avec I'Al-REML.
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les deux corrections de la GCV (avec une matrice de contraste et un second jeu de don-
rees) et calculeronsegalement un BLUP issu du mockle mixte (en utilisant 'AI-REML
pour I'estimation des paranetres de variance).

Notons que le paranetref. a disparu : pour aleger les gures nous pesenterons
uniquement les esultats pourf. = 0:1 car nous n'avons pas obsene d'e et dd . sur
les estimations dans la section d'avant. Les gures pour les autres valeurs fdesont

disponibles en annexe B.

Commercons par regarder les esultats poun? sur I'ensemble d'apprentissage. Nous
observons le méme comportement entre simulations synthetiques ( gure 4.3a) et semi-
syntretiques (gure 4.3c) : une augmentation (visiblement quadratique) déh? quand
I'reritabilie simuke augmente. L'approche pour construire I'estimateur ne semble pas
avoir d'importance. Les estimations sont du méme ordre de grandeur que lehg,,
assocee mais toujours en dessous de ['feritabilie simuke. Notons que le ratin=p
ne semble pas avoir d'in uence sur la moyenne de l'estimation. La dispersion des es-
timations semble etre fonction de I'teritabilie simuke et du ratio n=p : elle semble
croissante erh?, et croissante selom=p. Nous remarquonsegalement une plus grande
variance des estimations pour les simulations synthetiques.

Regardons maintenanth? pour I'ensemble de test avec les graphiques 4.3b et 4.3d.
Encore une fois, lI'approche pour construire I'estimateur ne semble pas avoir d'impor-
tance et le comportement des estimations semble toujours &tre une fonction quadratique
enh? . La grande dierence avec l'estimation surA est I'ordre de grandeur des esti-
mations : il y a un fort biais de sous-estimation (la valeur maximale que nous observons
pour les estimations suiT vaut environ 0.25 et vient des simulations semi-syntretiques
avechZ,, = 0:9 et n=p = 10000/417106). Nous observons egalement que les estima-
tions sont en moyenne pluselewes sur les simulations semi-syntretiques. La variance
des estimations se comporte comme pour I'ensemble d'apprentissage : elle crotZn

et crot selonn=p.

D'apes les gures 4.4a et 4.4c, les esultats sur le coe cient de cetermination suA
pesentent des similitudes avec ceux obtenus pour I'teritabilie de ratio. Nous observons
une augmentation des quanties moyennes avdt,,,, la dispersion des estimations est
bien plus grande pour les simulations syntretiques et quand=p augmente, et encore
une fois le choix de la methode ne semble pas avoir d'importance. Nous notons tout
de méme des dierences importantes entrdns et h? (toujours sur A). En particulier

nous surestimons ['teritabilie simuke et la variance des estimations diminue quand
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hZ,, augmente.
Pour les estimations surT (gures 4.4b et 4.4d), nous retrouvons des esultats
guasiment identiques entrehf, et h?. La seule dierence est que les valeurs de% peuvent
tre regatives au contraire deh? qui est par ce nition positive. Sinon le comportement
moyen, la variance des estimations et I'ordre de grandeur sont quasiment les mémes

pour les deux quanties.

Discussion

Le premier constat est que le choix de I'approche pour corriger la GCV n'a pas
d'in uence sur le pouvoir pedictif. C'est un esultat auquel nous nous attendions. Il

faut toutefois noter que nos simulations n'avaient pas de covariables non-geretiques.

Pour les quanties calcukes sur I'ensembl€el , le constat evident est qu'elles ne
peuvent pas servira estimer ['feritabilie en grande dimension : nous voyons en e et
une tes forte sous-estimation. Les pedictions etaient de bien meilleure qualie sur
I'ensemble d'apprentissage et il y a donc (sans surprise) un fort surapprentissage. La
sous-estimation est la plus forte pour les teritabilies simukes fortes et elle semble
augmenter quand le ration=pest faible. Les esultats sont meilleurs pour les simulations
semi-syntretiques mais restent tes biaises.

Ces esultats sur I'ensemble de test ne sont pasetonnants. En e et nous ne nous at-
tendions pasa ce que la egression ridge ou les BLUP donnent d'excellents esultats en
terme d'estimation des e ets gretiques dans un contexte de grande dimension ai les
conditions d'apprentissage sont tes mauvaises (et donc un tes fort surapprentissage
appara). Le fait que les esultats soient meilleurs pour les plus hautes valeurs de ratio
n=pva dans ce sens puisqu'il s'agit des situations ai les conditions pour l'apprentissage
sont les moins mauvaises. Les meilleurs esultats des simulations semi-synttetiques par
rapport aux simulations synttetiques vont dans le m&me sens : pour ces simulations
semi-syntletiques les variants ne sont pas incependants par construction et donc les va-
riants coreks diminuent le nombre de paranetres e ectifsa apprendre. Nous sommes
donc dans des meilleures conditions d'apprentissage d'as I'anelioration des capaci-
es pedictives. Remarquons tout de m&me une anelioration des capacies pedictives
quand h,, augmente, ce qui nous rassure un peu : il y a un e et de I'feritabilie mais

I'apprentissage est incomplet.

Les esultats sur I'ensemble d'apprentissage sont plus di cilesa analyser. Les deux

quanties h? et h? augmentent avech,, et les estimations sont du méme ordre de

70



4. Application de la egression ridgea l'estimation d'reritabilie

grandeur quehZ,, , toutefois nous avons note une sous-estimation poun? et une sur-
estimation pour hg. Il semble donc que la variance du vecteur de pedictiost soit
sous-estinmee, ce qui entrane necaniquement un biais de sous-estimation pdr(de

par sa formule). Nous savons que la grande dimension entrame un grand terme de
penalie pour la ridge et donc un fort lissage des coe cients de I'estimateur ridge, ce
qui pourrait expliquer la trop faible variance des coe cients du vecteur de pediction.
Nous con rmons cette intuition en voyant que |h? estime le mieux I'feritabilie quand

elle est tes forte (et que donc le paranetre de enalisation de la egression ridge est
au plus proche de 0) ou tes faible (et que donc le paranetre de penalisation est cep
naturellement teselewe).

Nous allons maintenant proposer une explication pour le fait qu# soit trop opti-
miste. Nous savons que des pedictions sur I'ensemble d'apprentissage sont trop opti-
mistesa cause du surapprentissage. Le bruit est donc sous-estine et sa variance avec
lui, ce qui va necaniquement surestimehg (la formule du coe cient de cetermination
pouvant étre vue comme 1 moins la variance du bruit estimee sur la variance de la
eponse).

Au vu des esultats sur les deux quanties, il semblerait donc que dans ce contexte
de grande dimension (cefavorablea I'apprentissage), le prenonene de surapprentissage
obsene sur I'hg lorsqu'elle est calcuke suA compense largement la faible variance des

pedictions induite par la forte penalisation.

Une grande dierence par rapport aux calculs suil est que ici le ration=pne semble
jouer un réle que sur la variance des estimations (qui diminue quand le ratio diminue)
et non pas sur le comportement moyen. Cette similarie sur le comportement moyen
semble indiquer que le surapprentissage observable sur les pedictions de lI'ensemble
d'apprentissage ne semble plus impace par le ratin=p en grande dimension, comme
si il avait atteint son maximum (nous proposerons une explication de ce maximum
dans le chapitre suivant). De la m&me manere, la sous-estimation de la variance des

pedictions semble aussi étre maximale.

La diminution de la variance des estimations quand le ratio diminue est un esultat
etonnant : nous nous serions plutdt attendusa ce que des conditions d'apprentissage
plus di ciles (i.e. quand le ratio diminue) augmente la variance des estimations. Nous
pouvons penser que ce esultat s'explique par le fait que la diminution du ratio est
assocee a une augmentation de la taille déA pour nos simulations. Le nombre de
variants semble jouer un réle puisque les simulations semi-synttetiques (qui grace aux

corelations entre variants ont un plus petit nombre de paranetres e ectifa apprendre)
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pesentent une dispersion plus faible des estimations mais il semble moins important

gue la taille de lechantillon.

En conclusion, aucune de ces guanties ne semble donner une estimation vraiment
satisfaisante de I'feritabilie dans un contexte de grande dimension. Nous reviendrons
plus tard sur elles dans ce manuscrit pour etudier leur comportement en termes de
pouvoir pedictif, ainsi que le comportement de la variance du vecteur d'estimation des

e ets.

4.5 Application aux donrees UKBiobank

Dans cette section nous allons essayer I'estimation d'feritabilie avec la egression
ridge sur le jeu de donrees publigues UKBiobank. Le passage de donrees simukesa
donrees eelles anene son lot de probematiques telles que le pe-traitement recessaire
des donrees, l'inegration des covariables non penaliees et la prise en compte d'une

eventuelle structure de population.

Nous nous ineresseronsa I'estimation de I'teritabilie de 4 traits morphologiques :
la taille, I'indice de masse corporelle (IMC), la circonkerence des hanches et le tour de
taille. Pour estimer I'teritabilie nous utiliserons le lien entre mocklea e ets akatoires
et egression ridge (en utilisant la GCV corrigee par projection ou avec un deuxeme
jeu de donrees pour obtenir le paranetre de penalisation), ainsi que I'estimation de
I'reritabilie ggenomique avec des composantes de variances estinees par moctles a

e ets mixtes. Nous reviendrons sur les pouvoirs pedictifs dans un autre chapitre.

La manipulation des donrees et les ltres qualie ontet e ecties avec R et en
particulier le packagegaston [Perdry and Dandine-Roulland, 2017]. Les calculs d'te-
ritabilieetant en  O(n?®), nous n'avons pas eussia faire tourner nos algorithmes sur
les 500 000 individus de UK Biobank (en particulier les divers produits matriciels et
la SVD). Nous avons donc cecice de nous concentrer sur des sousechantillons de 10
000 individus (et de 1 000 individus pour le second ensemble de I'approchea deux jeu
de donrees) sur lesquels nous appliquerons les ltres puis estimerons I'teritabilie. Ce
sousechantillonnage sera epee 10 fois pour estimer la variabilie des estimations as-
socee au jeu de donrees. Notonsegalement que toujours pour des raisons calculatoires,
nous inclurons dans ces analyses uniquement les variants genotyges et n'inclurons donc

pas les variants impues.

72



4. Application de la egression ridgea l'estimation d'reritabilie

4.5.1 Description des donrees

Letude UK Biobank est une etude prospective ealiee au Royaume-Uni [Sudlow
et al., 2015]. Avec environ 500 000 patients, elle repesente l'une des plus grandes bases
de donrees disponible. Les patients ages de 40a 69 ans ontek recrues et genotypes
dans une vingtaine de centres dans le Royaume-Uni entre 2006 et 2010. Nous avons
acesa des donrees mesuees venant de visites nmedicales et de questionnaires allant
de la mesure de traits morphologiques a des maladies reporees par les participants.
Les 50 000 premiers patients ontee genotypes avec la puce A ymetrix UK BILEVE
Axiom et les 450 000 suivants avec la puce A ymetrix UK Biobank Axio® . Une des
covariables fournies est l'origine ethnique auto-reporee des patients (la epartition des

dierentes ethnies est cecrite dans la gure 4.5b).

En plus des donrees geretigues nous ajouterons comme covariables le sexe, I'an-
ree de naissance, le centre de recrutement, la puce utilisee pour le genotypage et des

variables de structure de population.

L'analyse des composantes principales fournies par UK Biobank nous montre une
grande diversie geretique au sein de letude (gure 4.5). Il est connu qu'une structure
de population peut avoir un e et sur les estimations d'teritabilie. Pour prendre en
compte cette potentielle structure, une technique tes utilisee est d'e ectuer une analyse
en composantes principales (ACP) sur la matrice de covariance empirique des individus
etudes et de donner en covariables au moctle les composantes principales (ou les

vecteurs propres) assocees aux premeres valeurs propres.

Nous avons cecices de regarder I'in uence du choix de population et du choix de

construction des covariables de structure. Nous allons travailler sur 3 populations :

| Dans le premier cas nous prenons nos individus akatoirement sans aucun ltre
(TTLM).

| Dans le second cas nous ne prenons que des individus repores comme '"White
British" (WB).

| En n dans le dernier cas nous slectionnons un sous-ensemble d'individus les plus
repesentatifs parmi les WB qu'on appellera "Veri ed White British" (VWB).
Pour choisir ces individus nous avons trae une ellipse au ‘centre” du graphe
des composantes principales des individus WD, et les individus dans cette ellipse
seront consicees comme les "Veri ed White British". Lequation de cette ellipse

est donree dans le graphique 4.5c.
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Sur chacune de ces populations nous allons calculer les covariables de structure de
3 maneres qui sont seront cecrites dans une section suivante. Comme ces covariables
doivent etre calcukes sur des donrees propres, nous allons commencer par decrire Nos

Itres qualie.

4.5.2 Description et in uence des contréles qualie

Nous cecrivons ici les ltres de contrble qualie pour les dierentes approches et
populations. Pour l'approche avec une matrice de projection, tous les Itres sont ap-
pligees sur l'uniqgue ensemble d'apprentissage. Pour I'approche a deux jeux de don-
rees, les ltres sur les individus sont appligies sur les ensembles d'apprentissage et
de standardisation tandis que les lItres sur les variants sont calcues uniquement sur
I'ensemble de standardisation. Une fois ceux-ci termires, nous listons les variants slec-
tionres sur I'ensemble de standardisation et nous excluons tous les autres de I'ensemble
d'apprentissage. Pecisons que les seuils des lItres sont les m&mes pour les dierentes

populations.

Pour l'estimation d'keritabilie sur donrees de populations nous supposons que
les individus sont incependants les uns des autres. Pour s'assurer que nos individus ne
sont pas apparenes et qu'ils ne partagent donc pas le méme environnement, Yang et al.
[2010] suggerent d'identi er toutes les paires d'individus dont le coe cient de GRM
assoce est superieura0:025 puis d'enlever un individu de chaque paire (en veillanta

enlever en priorie ceux apparaissant dans plusieurs paires).

Voici la liste de nos ltres :

| Selection des variants autosomiques.

| Suppression des variants ET des individus avec un taux d'appek 0:99.

| Suppression des variants avec une fequence d'alele mineur (MAF)< 0:01
| Suppression de tous les variants non bialkliques.

| Suppression des variants avec une p-valeux 10 7 au test dequilibre de Hardy-
Weinberg.

Les cktails des esultats de ces contrbles qualie sont cetailes dans la table 4.2.
Nous remarquons que les esultats naux sont assez proches pour les dierentes popu-
lations, tout particulerement pour les ltres sur les variants. En e et quelle que soit la

population, le nombre nal de variants esta peu pesequivalent (entre 535 000 et 545
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(a) Les deux premeres composantes principales
calcukes sur tout UK Biobank.

(b) Repartition des ethnies reporees.

(c) Les deux premeres composantes prin-
cipales fournies par UKBB pour les

WB. Les individus dans
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Figure 4.5 { Structure de population dans UK Biobank.
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4. Application de la egression ridgea I'estimation d'reritabilie

000). Pour les individus nous remarquons qu'il semble y avoir plus d'individus consi-
ees comme apparenes parmi la population TTLM que pour les populations WB et
VWB.

La dierence la plus notable est les ecarts-types plus eleves pour les approches
a deux jeux de donrees que pour les approches avec projection pour les Itres sur
les variants. Une explication est que I'ensemble de standardisation est plus petit que

I'ensemble d'apprentissage, ce qui entrame ces instabilies nuneriques.

45.3 Calcul des covariables de structure

Pour estimer la structure de population dans chaque echantillon avec I'ACP, une
bonne pratique est d'utiliser des donreeselaglees [Anderson et al., 2010]. Ayant trouwe
des dierences dans la manere delaguer les donrees, nous avons cecice de comparer

trois approches :

| Elagage des donrees en appliquant un 'pruning” des variants avec un cesquilibre
de liaison superieura 0.02 (au sens du?) et en supprimant manuellement deux
egionsa fort DL (la egion 25-35 Mb sur le chromosome 6 et la egion 54-60 Mb

du chromosome 8) . Cela correspond aux QC trouwes dans Ge et al. [2017].

| Elagage des donrees en appliquant un "pruning” des variants avec une MAF
< 0:05 et un cesquilibre de liaison sugerieura 0.05 au sens du?. On supprime
egalement les egions a fort DL cecrites dans la table 4.7 [Price et al., 2008,
Bycroft et al., 2017]. Ces derniers correspondent plus au QC cecrit dans la trese
de Claire Dandine-Roulland [Dandine-Roulland, 2014].

| Utilisation des composantes principales fournies par UK Biobank. Ces compo-
santes principales ontet calcukes aved- astP CA [Galinsky et al., 2016] sur des

donreeselagiees (plus de cketails dans [Bycroft et al., 2017]).

Pour l'approche base sur une projection, on calcule simplement la matrice de res-
semblance suA et pour I'approche avec deux jeux de donrees nous en calculerons pour
les deux ensembles et S. Le nombre de variants ineges dans chacune de ces trois
approches est cetaile dans la table 4.6. Encore une fois les esultats sont tes similaires
entre les dierentes approches pour inegrer les e ets xes, mais nous pouvons remar-
guer une plus grande instabilie nunerique pour l'approche a deux jeux de donrees.
Nous remarquons par contre que la deuxeme nethode d'estimation des covariables

inclut beaucoup moins de variants (environ moite moins que les deux autres).
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4. Application de la egression ridgea l'estimation d'reritabilie

4.5.4 Prise en compte des covariables

La prise en compte des covariables non penaliees pour I'approche avec une projec-
tion se fait avec une matrice de contraste et ne pose pas de di cule particulere : la
matrice de contraste permet de travailler sur un mockle sans covariables non-genaliees
et donc l'application de la egression ridge ne pose pas de di cules. Pour I'approche
avec un deuxeme jeu de donrees, le processus est un petit peu plus compliqe et nous
allons le cecrire ici.

L'icee est de faire une egression lireaire du phrenotype sur les covariables sur I'en-
sembleS, de calculer les esidus du phkenotype apes soustraction des e ets des cova-
riables surA en utilisant les coe cients calcuks surS puis d'utiliser la egression ridge
sur ces esidus et les donrees geretiques. Il n'y a pas de di cule particulere pour
les covariables non enaliees telles que le sexe ou I'dge mais pour les covariables de
structure il y a un probeme : les composantes principales d& ne sont pas comparables
a celles deA.

Pour 'transerer” I'apprentissage de la structure de population de&sSa A nous utili-
sons les loadings calcuks su8. Les loadings repesentent I'in uence des variants dans
le calcul de composantes principales. lls sont donc une quantie que l'on peut transerer
d'un ensemblea un autre.

4.5.5 Estimations d' h?

Nous allons ici regarder les estimations ko pour les dierents prenotypes, popu-
lations, methodologies d'estimation d'feritabilie et d'inegration des covariables. Les
esultats sont pesenes pour respectivement la taille, I'MC, la circonkrence et le tour
de taille dans les gures 4.8, 4.9, 4.10 et 4.11.

Un premier esultat est que les estimations moyennes sont plutét en accord avec la
literature dans tous les cas [Ge et al., 2017], ce qui est rassurant. Nous allons mainte-

nant cecrire les dierences et les sources de variance entre les dierentes estimations.

Pour commencer nous observons sans grande surprise des dierences d'estimation
d'reritabilie selon la population choisie. Ces dierences ne semblent cepasser plus de
5 points de pourcentage et restent donc assez minimes. Ce esultat semble dire que
I'reritabilie des ces traits est relativement constante entre dierentes populations. Il

convient toutefois de rester prudent : les individus ceclaes comme caucasiens repe-
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4. Application de la egression ridgea I'estimation d'reritabilie

sentent plus de 90% de UKBB et donc méme la population TTLM est tes majori-
tairement composee de personnes caucasiennes. Cela pourrait donc expliquer les fortes

ressemblances d'estimation entre les dierentes populations.

Le choix de la methodologie pour estimer ['feritabilie (egression ridge avec GCV
ou AIREML) ne semble pas non plus &tre une grande source de variabilie. A I'exception
de la taille ax I'on observe des dierences allant jusqua 5 points de pourcentage le choix
de la nethodologie ne semble pas donner des esultats tes dierents. C'est un esultat
rassurant qui con rme nos kesultats sur les simulations. Nous remarquons que pour la
taille (i.e. une heritabilie forte) la GCV renvoie des esultats moinselewes que I'Al-
REML et que c'est l'inverse pour les autres prenotypes (dont I'teritabilie est plus
faible), mais ce ptenonene est tes minime. Signalonsegalement qu'avec seulement 10

echantillons il sera di cile d'avoir une conclusion arréte.

Nous avons obsene une in uence signi cative du choix de I'approche pour inegrer
les covariables (avec une matrice de projection ou un deuxeme jeu de donrees) sur
chacune des deux nethodes d'estimations d'reritabilie (AI-REML et GCV). Les es-
timations d'leritabilie semblent pluselevees quand nous utilisons I'approche a deux
jeux de donrees (sauf pour la taille as c'est l'inverse), en particulier quand on utilise
les CP de UKBB. Le cas de la circonerence des hanches pour la population TTLM
et utilisant les CP de UKBB est I'exemple le plus marquant de dierence d'estima-
tion d'reritabilie entre les deux approches. Une explication pourrait &tre trouvee en

enquétant sur I'association des variants et des covariables.

La manere d'approcher les covariables de structure semble reanmoins &tre source
de peu de variabilie :a population, methode d'estimation et approche pour inegrer les
covariables »ees, les estimations d'feritabilie semblent peu a ecees par la strakgie
de construction des CP. C'est un esultat qui nous rassure sur l'impression d'absence
de consensus dans la construction de ces covariables puisque les estimations restent
coterentes. Notons toutefois une exception pour I'estimation d'keritabilie de la cir-
conktrence des hanches : sur la population TTLM et en utilisant I'approche a deux
etudes pour inegrer les covariables, les estimations d'reritabilie (ealiees avec I'Al-
REML ou la GCV) sont bien pluselewes si nous utilisons les PC de UKBB plutét que
les deux autres.

La plus grande source de variabilie de nos estimations est lechantillonnage des don-

rees. Par exemple pour la taille nous observons qu'en xant la population, la nethode
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pour estimer ['teritabilie, I'approche pour inegrer les covariables et la straegie de
construction des CP, nous pouvons observer des dierences entre estimations d'ferita-
bilie de plus de 10 points de pourcentage. Ce esultat est clairement le moins rassurant

pour I'reritabilie et interroge sur les esultats trouves dans la literature.

4.6 EnNn esune ...

Nous avons dans ce chapitre pesene le probeme d'estimation de ['teritabilie
comme un probeme d'apprentissage. Nous avons propos deux quanties cerivees de la
pediction pour estimer [I'reritabilie : une premere nomnee h? base sur I'estimation
de la variance du vecteur de pediction du terme geretique et une seconde nomnﬁ%
(et ici confondue avec le coe cient de ceterminationR?) ce nie comme une quantie

mesurant la qualie de la pediction.

Nous avons regarce les capacies 2 et d'hg pour estimer ['reritabiliea l'aide de
simulations. Les deux quanties utilisaient des pedictions ealiees avec la egression
ridge. Ces quanties ontee calcukes avec et sans un ensemble de test. Nous avonsega-
lement propoe une nethode d'estimation d'feritabilie base sur une transformation

du paranetre de penalisation de la egression ridge pour obtenihé.

Les esultats sur simulations ont monte quh? et hf, ne donnaient pas d'estimation
d'reritabilie satisfaisante en grande dimension : avec un ensemble de test les pedic-
tions etaient de tes mauvaise qualie et sans cet ensemble de test il y avait un fort
surapprentissage qui biaisait les quanties. En revanche I'estimation Iug en passant
par la transformation du paranetre de penalisation de la egression ridge a donre de

bons esultats, en accord avec les nethodes de ekrence.

Nous avons donc essaye notre nethode d'estimation Iug sur les donrees de UK-
Biobank. Ici encore, les estimations d'leritabilie etaient plutodt satisfaisantes et en

accord avec la nethode de ekrence.
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Figure 4.8 { Estimation d'feritabilie pour la taille sur UKBiobank.

Le graphique est compo% de 6 sous-graphiques. Les lignes de sol

graphiques correspondenta dierentes populations et les colonnesa
la manere d'inegrer des covariables non-geretiqgues. Dans chaque
sous-graphe on trouve 3 ries de deux jeux de points, chaque ri
correspondanta une manere d'approcher les covariables de structure
de population et chacun des 2 jeux de pointsa des estimations d're-
ritabilie pour une nethodologie choisie (egression ridge avec GCV

ou AIREML). Chaque jeu de points corresponda 10 eplications

detude. Les intervalles de con ance correspondenta la moyenne
+/- unecart-type.

s-Le graphique est compos de 6 sous-graphiques. Les lignes de sol

Figure 4.9 { Estimation d'teritabilie pour I'MC sur UKBiobank.

graphiques correspondenta dierentes populations et les colonnesa
la manere d'inegrer des covariables non-geretiqgues. Dans chaque
sous-graphe on trouve 3 ries de deux jeux de points, chaque ri
correspondanta une manere d'approcher les covariables de structure
de population et chacun des 2 jeux de pointsa des estimations d're-
ritabilie pour une nrethodologie choisie (egression ridge avec GCV

ou AIREML). Chaque jeu de points corresponda 10 eplications

detude. Les intervalles de con ance correspondenta la moyenne
+/- unecart-type.

82



4. Application de la egression ridgea l'estimation d'reritabilie

‘adA1-uedaun -/+ auualow e|
rlUSpUOdSaII00 BJUR UOD 9P Sd|[eAIdul S8 "apnigp suonedlda QT
e puodsaniod siod ap nal anbeyd "(ANIYLIV ho ADD JaAe abpu

uoissalba) aisioyd albojopoyrau aun inod gijIqeiay,p suonewnsa
sap eslod ap xnal z sap unoeyd 19 uoneindod ap aimonas ap
59|qelenod sa| Jaydoidde,p aiauew aun vluepuodsaliod auss anbeyo
wiod ap xnal xnap ap saus £ aAno) uo aydeihb-snos anbeys sueq
‘'sanbnaudh-uou sajqelrenod sap Jaibaulp aiguew | B SaUU0|0I SI|
19 suone|ndod sajualalp vluapuodsaliod sanbiydelb-snos ap saubj|
97 'sanbiydelB-snos 9 ap sodwod 1sa anbiydelb a7 Mueqoigin
Ins gjjre1 ap uno) 9| Inod aijiqelualp uorewns3y } TT'y  ainbi-

w

()]

Ql

‘8dA-pedaun -/+ suusiow e| BUBPUOASSII0D ddUR UOD
ap SajleAIdlul S8 "apnigp suonedlda QT e puodsaiod sulod ap
nal anbeyd "(ANIYIV ho ADS 29Ae abpll uoissalba) aisioyo albo)

-opoyiau aun Jnod aijigensay,p suonewnss sap esiod ap xnal
sap unoeyd 19 uoneindod ap ainlonAS ap S8|geUeA0d SJ| Jayd
-04dde,p aijauew aun ejuepuodsaliod sus anbeyos ‘syulod ap xnal

nap ap saliad £ aAnod) uo aydelib-snos anbeyd sueq ‘sanbnaidh-uou

So|geleA0d sap Jaibqulp alauew | B Sauuo|od S9| 18 suone|ndod

s59)UaJlaIp rIUBpuodsallod sanbiydelb-snos ap saubl| sa7 ‘sanbiydelb
5N0S 9 ap odwod 1sa anbiydelb a7 ueqoigdn INs sayduey

Sap 9oua1guoald e Jnod aiigqeiua),p uonewns3 } 0Ty a4nbi4

83




Chapitre 5

Pouvoir pedictif de la egression

ridge

Dans ce chapitre nous nous ineressons au comportement de I'erreur de pediction
de l'estimateur ridge selon les dimensions de notre probeme. Nous commencerons par
proposer un bref apercu de la literature, puis nous pesenterons l'icce de notre ap-
proximation et son application sur le MSE et le care de la corelation puis en n nous

\eri erons la validie de notre approximation sur des simulations et des donrees eelles.

5.1 Contexte

De nombreux auteurs se sont penches sur la pecision des pedictions en slection
genomique. La literature ce nit cette pecision comme le care de la corelation entre
le prenotype et sa pediction, ce qui n'est pas la ce nition la plus classique en apprentis-
sage statistique (a1 on petrera I'erreur quadratigue moyenne de pediction). Plusieurs
auteurs se sont penches sur lecriture de formules permettant d'approcher cette pe-
cision en la lianta des quanties telles que la taille de I'ensemble d'apprentissage, le
nombre de variants ou encore ['feritabilie [Brard and Ricard, 2015]. Daetwyler et al.
[2008] donnent une formule de la corelation entre les e ets gretiques eels et les e ets
geretiques estines avec des egressions lireaires univarees sous hypottese d'e ets xes,
supposant l'inckependance des variants causaux. lls utilisent des egressions lireaires
univarees pour chacun des variants puis les combinent apes, ce qui estequivalent au
calcul d'un Polygenic Risk ScordPRS) (voir Pharoah et al. [2002], Purcell et al. [2009]).
Les auteurs proposent d'approximer le pouvoir pedictif par h?=(h? + ) ? avecn la
taille de lechantillon d'apprentissage A, p le nombre de variants incependants eth?
I'reritabilie pour des phenotypes quantitatifs et qualitatifs. Notons qua taille de A
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

»ee eta cause du DL, linegration d'un grand nombre de loci dans letude compro-
met I'hypothese d'incependance et que cette formule semble mal se préter au cadre des
GWAS. Goddard [2009]etend cette formule aux GBLUP en remplacant le concept de
nombre de variants incependants par le nombre e ectif de variants independants (aussi

appek le nombre e ectif de segments de chromosome incependants et ndé.). Les

P—
' : : e l+a+2  a
auteurs proposent d'approximer le pouvoir pedictif par 1 -p-log(;,5P5) avec

= _Me ___Me
h2log(2Ne) nh2log(2Ne)’
tive. Par la suite une tes riche literature s'est ceveloppee autour de ces formules et

eta=1+2 al N repesente la taille de population e ec-

pour I'estimation de M¢ (voir [Brard and Ricard, 2015] pour une syntrese). Daetwyler
et al. [2010] actualisent la formule propose dans [Daetwyler et al., 2008] en rempla-

cant le nombre total de loci par M. Rabier et al. [2016] proposent, en supposant que

I'on dispsose de variants en DL avec les variants causaux, une approximation B

par R2 _h__ P ]

E kzpzTv 'K +1hi21

de I'ensemble d'apprentissageZ la matrice de marqueurs correspondanta l'ensemble

avec z,e repesentant un individu de test incependant

d'apprentissage (que I'on consicere comme non-akatoire) & = ZZ' + 1,. Elsen
[2017] utilise un ceveloppement de Taylor (d'ordre 1) et propose comme approximation
ﬁ(ihz) tependant uniqguement de ['feritabilie, du nombre de variants genotypes
et de la taille de A dans un cadre de petite dimension. Notons que l'auteur propose
egalement une formule (plus complexe) avec un ceveloppement de Taylor du second

ordre.

de Vlaming and Groenen [2015] ont monte a l'aide de simulations un fort lien
entre PRS et egression ridge dans le cadre des GWAS (i.e. dans un cadre ai l'en-
semble d'apprentissage est de 'petite”taille). Les auteurs ontegalement monte que les
capacies pedictives de la egression ridge s'aneliorent quand la taille de lI'ensemble

d'apprentissage augmente et deviennent meilleures que celles des PRS.

De los Campos et al. [2013] se sont ineresses au pouvoir pedictif des GBLUP pour
la geretique humaine. Comme pour [Rabier et al., 2016], les auteurs ont utili un mo-
ctle avec les variants causaux et un mocele avec les marqueurs genotyes. Notons en n
gue dans leur article les auteurs ont monte que le care de la corelation entre le pte-
notype et le GBLUP tend vers I'teritabilie si les individus sont non-apparenes. Dans
leur article les auteurs restent toutefois tes pessimistes sur la capacie des GBLUP
a e ectuer de bonnes pedictions sur des donrees humaines de genotypage du fait du
DL incomplet entre marqueurs genotypes et variants causaux. lls ont en particulier

monte qu'en absence de fort DL entre les variants causaux et genotypes, les donrees
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de pediges anenent de meilleures capacies pedictives que les donrees de population.

Dandine-Roulland and Perdry [2015] proposent d'approximer le coe cient de ce-
termination R? (calcuk sur un ensemble de test) de l'estimateur des BLUP sur des
donrees humaines pam(h?)? , une formule lireaire en la taille deA et quadratique
en ['reritabilie maisegalement fonction de la variance des coe cients de la matrice
ZZ, (avecZ., la matrice de gnotype d'unechantillon de test) qui est sdrement une
fonction de p. Les auteurs restentegalement tes pessimistes sur la capacie des BLUP
a pedire e cacement un prenotype complexe chez I'hnumain.

Zhao and Zhu [2019] proposent des formules d®? (non cetailees ici) pour la
pediction croiee de phenotypes. Les auteurs se sont inereses aux erreurs sur des
ensembles de test maisegalement d'apprentissage, et ils ont le I'estimateur marginal

(le PRS) et l'estimateur de la egression ridge.

Nous allons ici pesenter une approximation simple de I'erreur de pediction pour
I'estimateur de la egression ridge. Notre approximation n'a pas pour objectif d'appro-
cher la \erie pour le vrai mockle biologique sous-jacent du phenotype mais plutoét de
donner une bonne intuition au lecteur de pourquoi le pouvoir pedictif de la egression
ridge (ou les GBLUP plus gereralement) est souvent cecevant en geretique humaine

pour des individus non-apparentes.

5.2 Une approximation de pouvoir pedictif selon

le rapport % pour des donrees de GWAS

5.2.1 Iake de l'approximation

Nous proposons dans cette section des approximations a n decrire I'erreur comme
une fonction du ratio % Nous cecrivons rapidement les approximations que nous allons
faire ici.

Supposons que les individus n'‘ont pas de lien de parene donc la matrice de cova-
riance des individus est diagonale. La matrice de covariance des variants estegalement
diagonale puisque I'on fait I'nypothese de l'independance des variants. Supposonsegale-
ment que les donrees sont normalises, alors les matricg " et Z'Z sont les matrices
de covariance empirique des individus et des variants respectivement @ un facteur mul-

tiplicatif p ou n pes). Nous proposons donc une approximation selon la valeur du ratio

n=p:
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| Pour la grande dimension (p > n) la matrice ZZ" estime bien la matrice de

covariance des individus @ un facteurp pes).
| Alinverse ZT7Z est un bon estimateur de la matrice de covariance des variants

quandn > p.

En esume, nous utiliserons l'approximation ZZ™ ' pl, quandn <p etZ'Z"' nl,

quandn>p.

Posonsegalement les hypotheses suivantes :
| 8i2J;nKvar(y;))=1,alorsona 2=1 h2

| I'reritabilie est quitablement epartie entre les variants"i.e.  8j 2 J1; pKvar(u;) =
% (ce qui correspond aux hypotreses du mocele mixte). Nous pourrons raison-
nablement approximer I'reritabilie par I'teritabilie genomique et donc utiliser
les liens entre et h2,

| u'u' p %et(Zu)T(Zu)' nh2.

Nous allons appliquer notre approximation sur trois quanties : I'erreur de pedic-
tion calcukee pour un individu de test, I'erreur de pediction calcuke sur I'ensemble
d'apprentissage et enn le care de la corelation calcue pour un individu de test.
Nous cetaillerons les calculs pour I'erreur de pediction pour un individu de test uni-
gquement, et discuterons directement de I'approximation pour les autres quanties. Les

cktails des ces derneres seront en annexe.

5.2.2 Pour l'erreur de pediction sur I'ensemble de test
Ecriture du dilemme biais-variance

Nous supposerons que notre pkenotype suit les hypotheses du mocele polygenique

additif avec tous les variants causaux pour un jeu d'individus non-apparenes

y=2Zu+ e: (5.1)

avec Z centee et eduite par colonnes ete N (0,; 21,). On rappelle quet =
ZT 22T+ 1, y,= 272+ 1, ZTy, =K y,.

Nous allons regarder le comportement de I'erreur de pediction de I'estimateur ridge

sans xer les donrees de test. Pour la suite des calculs, l'indige fera etrence a
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

I'ensemble d'apprentissage et l'indicg. a un individu de test. En supposant que la
matrice de genotypes de I'ensemble d'apprentissage est e, la formule d'esperance
totale nous permet déecrire

h i h h ii
2 _ 2
Ey, veize (Ve Yte)™ = Eze Ey, yeize (Ve Yee)

. . 2
= Bz, Var(Yejzie) + var(fejze) + Ey, jze [Ptel  Eyejze Vel -

Nous montrons facilement qu&,,, iz, [Yie] = ZLU €tEy iz, [fie] = 2K Ey_ jze Vo] =
zLK (Zu). Nous pouvons alorsecrire les termes de la cecomposition biais-variance sous
les formes suivantes :

h i
2
H - — — 2
Var(yTEJ ZtE) - EYtethe Yie Eytejzte [yte] - Eytejzte elze -
h i

var($iejze) = Ey. ize h?tze Ey. ize [X’te]_2
|

= Eytrjzte y;I;KTZteZtLK ytr (ZU)TKTZIeZtLK (ZU)

tr K'zezLK 21, +(Zu)"KTzezLK (Zu)
(Zu)"K TzezLK (Zu)

2zbK KTz

2
zZIK (Zu) zgu
2
ZL(K Z 1p)u
ze (K Z lp)uu™ (K Z 1) Ze:

2
Eytr jzte [9“3] EYte iZte [yte]

En appliqguant I'hnypotlese que tous les variants sont incependants et de méme

variance E;,, [ze] = 0, et var(ze) = |,, nous obtenons

Ez. [Var(Yejze)] = 2

EZte [Var(ytej Zte)]

2
Eze Ey,ize el Eyejze [Yeel

%r K KT

u' (K Z 1,)%u

u"(K zZK Z 2K Z+Ip)u:

Notons que le premier terme n'est PAS la variance totale puisque qu'il y a un

conditionnement par z.. Les deux autres termes seront dans la suite abusivement

88



5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

appeeks variance et biais.

Le cas p>n

Dans le cadren < p nos approximations nous permettent decrire

1
T ' T.
zz7' pl,) K Tara

Cette approximation revient a supposer que la matriceZZ"™ possede n valeurs

propres egales et valantp. Nous pouvons alors ecrire les termes de l'erreur selon le
io N
ratio .

E,. Var(Yejze)]= tr K KT
Y@ LZT 1
p p+

2

-2 1 tr 272

12
1 2
pT tr (pln)

I'a

np

_ 2
p+
_ h2\(h2)2"
(1 h9)(h9) 0

2
Eze Ey,ize [Pl  Eyejze Veel u" (K Z 1,)%u
0

I, ! 1

1 1
=u'@ ~— 7'zz'z 2 ——— Z'Z+1,Au
p+ p+

1!
— T T T
=p o+ (Zu)' (Zu) 2 pr (Zu)' (Zu)+ u'u
I, !
'p 1 nh? 2 1 ppze 2
p+ p+

n n
:7h23 2*h22+h2
()" 25(%) !

= h? 1+2 (h?)2  2h?
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En additionnant les termes d'erreur ireductible, de biais et de variance, nous ob-

tenons l'approximation suivante de I'erreur quadratique :

h [
Eytr Yte iZte (yte 9te)2 1 h2 + (1 h2)(h2)2rp] + h2 1+ rp] (h2)2 2h2
!
=1+ h?  1+(1 h2)h22+1+ g (2 2n?
n
=1 —(h%»%
p( )

Lecasn>p

Dans le cadren > p nos approximations nous permettent decrire

1
n+

Z'Z' nl,) K z"

Avec un peu d'algebre nous avons lesegalies suivantes (voir leurs cemonstrations

en annexe C.1.1) :

n 2
n _ [ h
n + - 1+ h2 (% 1) (52)
2
1 h (5.3)

n+  1+h¥% 1)

Nous pouvons alors approximer les termes de biais et de variance :

Eze [Var($ejze)] = tr K KT

1 2
S (¢ yAl
n+
1 2
' 2
n-+ np
0 N h2 1,
_ 21lg 3 A
BT1+h2 (5 1)
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2
EZte Eytr jZte [9te] EYIejZle [yIE] = uT (K ZK Z 2K Z + Ip) u

u — 72'272'7 ZTZZ+Ipu
n 2 n 2

' 1 u'u' 1 h?
n+ n+

0 , L

:@#A h2
1+h2(% 1)

En sommant ces expressions et en simpli ant, nous arrivonsa I'expression de I'erreur

guadratique suivante :

h + Nh2

E 2i ' 1 h2 1 P
Vi Yie iZte (yte 9t6) ( )W%l)

En esune, apes avoir groue les expressions de I'erreur quadratique, de la variance

et du care du biais, nous avons

N 00

h 1 %(hz)2 sin<p

[
Ey, yeze (Ve Pe)® 10n2 (5.4)
Yi VieiZ e e 71 hz)wp%l) sinon.
8
2 (1 h2)(h2)2% sin<p
Eze [Var(fejze)] * nopz 2 (5.5)
i 2@ b ey sinon,
8 p p
o 2 h21+3((h?)? 20?’) sin<p
EZte Eyterte [9t8] EYtethe [yte] I S 1 h2? 2 > (56)
T Tt D h® sinon.

Nous avons \erie en annexe C.1.2 que les limites de ces quanties sont coterentes.

Nous avons trae en 5.1 les courbes des trois quanties que nous avons approclees
selon dierentes valeurs d'reritabilie. Commencons par voir que l'erreur ( gure 5.1a)
est une fonction cecroissante em=p et qui tend vers l'erreur ireductible quand % !
+1 , ce qui est un comportement normal d'un point de vue statistique : plus on a
d'individus et plus l'erreur de pediction est cenee diminuer jusqua atteindre son
erreur minimale qu'est I'erreur ireductible. L'autre cas extréme donne un esultat plus
surprenant. En e et nous voyons que méme pour une teritabilie de 1, l'erreur tend

vers 1 quand% I 0. Autrement dit méme dans un cadre ai il n'y a aucun aka, il
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est impossible de faire de bonne pediction quand << p . Une interpetation est que
guand le ration=p devient trop faible, I'estimateur de la ridge tend vers un vecteur nul.

Notonsegalement que I'approximation est croissante en?.

Nous allons maintenant cecrire le care du biais ( gure 5.1b) et la variance ( gure
5.1c¢). Nous voyons que le care du biais est une fonction cecroissante enp, qui tend
versh? quandn=p! Oetvers 0 quandn=p! +1 .

La variance est une fonction non monotone de=p qui a un maximum dans]1;+1 [
sih? < 2=3 (cette valeur est obtenue par la cerivation de I'approximation de la variance
gquandn=p > 1 que nous ne cetaillerons pas ici) tandis que le maximum est exp=1
sih? 2=3. Elle tenda droite eta gauche vers O.

Les limitesa droite du care du biais et de la variance ne sont pas surprenantes :
plus on a d'individus, moins la egression ridge a besoin de skloigner de I'estimateur
des moindres cares (qui est sans biais). Il est donc colerent que le care du biais et la
variance tendent vers O quanch=p! +1 .

Lorsque p >> n, pour une valeur de optimale (proportionnelle a p), le biais
domine la variance. L'estimateur des paranetres de la egression ridge tend vers le
vecteur nul et sa variance vers 0. Ainsi, de par lequation du compromis biais-variance,
le care du biais tend vers I'teritabilie car la variance totale du prenotype (et donc
I'erreur dans notre cas) vaut l'unie.

Dans la section 5.3, nous proposerons une interpetation de cette approximation de
la egression ridge pour la voir comme une combinaison d'estimateurs des marginales
et reviendrons sur ces esultats.

5.2.3 Pour l'erreur de pediction sur lI'ensemble d'apprentis-
sage

En utilisant notre approximation, il est possible décrire I'erreur de pediction sur
I'ensemble d'apprentissage comme :

8
2 2\2 qj
1 (I h9“sin<p
Ey, —0e 9u) Ve Pu)
Yo Wt tr tr tr > 1 2n2 E(l h2)+ h2 + _n_ 2 %(1 h2)+ h? sinon.

n+

Comme pour l'erreur sur le test, nous avons trae un graphe de l'erreur sur I'en-
semble d'apprentissage pour dierentes valeurs 82 dans la gure 5.2. Un esultat tes

surprenant est que l'erreur ne semble pas cependre du rativ=p quand celui-ci est
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"2gnwiIs gligellay aun epuodsaliod 8ginod anbey)d “T INeA 8je10] adueLeA e| anb juesoddns us d=u
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inerieura 1. A linverse quand ce dernier est sugerieura 1, I'erreur est une fonction
croissante qui tend vers I'erreur ireductible. Ce comportement cemontre que le surap-
prentissage est visible dans I'erreur calcuee sans ensemble de test puisque l'on arrive
a faire "mieux" que l'erreur ireductible. Remarquons egalement que la dierence de
I'erreur treorique entre I'ensemble de test et I'ensemble d'apprentissage est une fonc-
tion positive et cecroissante (car c'est la somme d'une fonction decroissante moins une
fonction croissante) ce qui indique egalement un surapprentissage qui diminue quand

le ration n=p augmente.

Figure 5.2 { Erreur quadratique treorique avec notre approximation sur I'ensemble de d'ap-
prentissage selon le logarithme du ration=p en supposant que la variance totale du ptenotype
vaut 1. Chaque courbe corresponda une feritabilie simuke.

5.2.4 Pour le care de la corelation

Rappelons qu'une mesure de pouvoir pedictif couramment utilisee est le care de
la corelation entre une pediction d'un individu de test et son prenotype [Daetwyler
et al.,, 2010, Goddard, 2009]. Cette quantie intuitive a l'inconwenient de mesurer la

colirearie des pedictions avec les ptenotypes sans \eri er si les quanties sonta la
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mémeechelle. Bien qu'elle ne soit pas eellement une mesure de pouvoir pedictif, cette
corelation est tes utilisee dans la literature. En utilisant notre approximation, cette

guantie devient

8
2 N(h2)2gin<p
Corrz(yte; ytE) ' > P (h2)2 (5'7)

A Ry Rz Sinon.

n

Le graphe 5.3 montre le comportement de la corelation au care selon le ratio
n=p pour dierentes valeurs de h2. Nous voyons d'abord que cette corelation est une
fonction croissante selom=p, qui part de O quandn=p! 0. On remarqueegalement que
plus I'keritabilie estelewee, plus la corelation I'est. Comme pour I'erreur quadratique
sur le test, il est donc impossible de faire de bonnes pedictions dans un contexte de
grande dimension méme quand I'feritabilie estelevee. De l'autre cOe de la courbe, le

care de la corelation tend versh? quandn=p! +1 .

Figure 5.3 { Care de la corelation theorique avec notre approximation sur lI'ensemble de
test selon le logarithme du ratio n=p en supposant que la variance totale de la eponse vaut
1. Chaque courbe corresponda une teritabilie simuke.

Comme vu pour la corelation, notre approximation peut servira approcher diverses
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quanties. Nous avonsegalement approcte leR? et I'reritabilie de ratio, les calculs et

esultats sont disponibles en annexe.

5.3 Interpetation de l'approximation

Commercons par ¢ nir I'estimateur des e ets marginaux. Pour un variantj 2

J1; pK nous pouvons estimer son e et marginal selon le mockle lireaire

Yy = Zjugj + €
L'estimateur de I'e et de ce variant par les moindres cares est
— T 1,T,,.
Osj =(2/7) "z y:

Nous pouvons alors e nir le vecteur d'estimation de I'ensemble des egressions
univarees par
1
0s = diag(Z'z) Z'y:

En supposant que diafZz"Z) ' nl p, NOUs avons alors

1
0 ' ﬁZTy:

Notons que si nous supposons un centrage empirique, alors (&) = nl, et l'ap-

proximation ci-dessus devient uneegalie.

Ecrivons maintenant I'estimateur ridge avec les approximations ce nies plus haut.

Dans le cas de la grande dimension,

— ' 1 T
br=K Yy D+ Z'y
p n 14
= - =Z
p+ p n Y
n
' thos:

Notre approximation revienta estimer I'estimateur ridge par I'estimateur de I'en-
semble des egressions univarees multiple par une constante. La constante est toujours

inerieurea 1 et diminue avec la 'di cule"du probeme (i.e. quand le ratio n=pet I'te-
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ritabilie sont faibles). Sous cette forme on comprend la faible qualie des pedictions
dans le contexte des GWAS : si n est tes faible devant p alors la constante est tes
faible et les pedictions des e ets sont tes proches de 0. Nous comprenonsegalement

mieux pourquoi le terme de variance tend vers 0, puisque la constante tend vers 0.

De méme en petite dimension

1
br=K y' — Z'y
n 1
= fZT
n+ n y
n 2
. » N a
1+h2 (& 1)°

L'estimateur de la ridge peut donc encore &tre approcte par une multiplication
par une constante de I'ensemble des egressions univarees. Une etude des capacies
pedictives de la ridge, des BLUPs et de I'estimateur des marginales aekt eali®e dans
[Zhao and Zhu, 2019]. Un futur travail sera de comparer nos approximations aux leurs
et de regarder si nos esultats respectifs sont coterents.

5.4 Simulations

5.4.1 Description des simulations

Nous allons utiliser des simulations pour \eri er notre approximation. Nous allons
regarder le comportement de I'erreur attendue de pediction sur un ensemble de test
et le care de la corelation pour un nombre croissant de variables dans le mockle. Les

simulations suivent le protocole suivant :

Nous posonsn, = 1000, ne = 5000, E, un ensemble de nombre de variants dans
letude avec pmax = max(E,) = 50000 et h? = 0:6.

1. Simulation d'un vecteur de fequences aleliques U ,_ . (0:05 0:5).
2. Simulation d'un vecteur d'e ets geretiquesu N 0, ;%h—:xl Drmax

3. Pourp 2 E,

2
(a) Nous posons o5 = pi1-.
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. . q_—
(b) Gereration d'un vecteur d'e ets geretiques uP = (uy; i Up) p% com-

. 2
pose desp premeres composantes de. On a var(u) = %I b

(c) Simulation d'une matrice de genotypes de tesM et Zi, sa version norma-

lisse par f.

(d) Simulation d'un vecteur de bruitee N (0,.;(1 h?)l,,.) et d'un vecteur

de pfenotypey, = ZeU® + €.
(e) Pourk 2 J1; 30K

I. Simulation d'une matrice de genotypes de trainM . et Zy. Sa version

normalise parf .

ii. Simulation d'un vecteur de bruit e.x N (0,,;(1 h?)l,, ) et d'un

vecteur de prenotypey, = Zyx UP + ey .

jii. Calcul du vecteur d'estimation des e ets geretiquestf (avec une egres-
sion ridge avec pour paranetre de penalisation o) puis calcul d'un
vecteur de pedictions pour I'ensemble de tesg,..

p h oo

— 1
(f) Calcul de gp =~ 300 k2J1;300K 9te;k i i2JLneK

P 2
. . — 1 1
(9) Estimation de e, = 545 i2snekig Yiek  Op
P b2
2o 1 T
de bm'% = 5o i2atnek ZeU  Qp i

P 2
- 1 1
et de var, = 355 2350 Kye Pe  Op 2"

Rappelons que les termes "biais" et 'variance" sont utiliees abusivement, car nous n'uti-

lisons pas la formulation classique du dilemme biais-variance.

Pour les simulations, nous prendrons les valeurs g@esuivantes :

E, = £500002500016667 12500 10000500Q 3333 2500 200Q 1667,
142912501111 100Q 500 136 79, 56; 43, 35, 29, 25, 22; 20g;

ce quiequivauta prendre un vecteur de ratioegala

E-p = 10:02 0:04; 0:06; 0:08; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5; 0:6; 0:7; 0:8; 0:9; 1,
2,7:33,1267,18,23.33, 2867, 34, 39:33,44:67; 50g:
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5.4.2 PResultat pour l'erreur de pediction sur lI'ensemble de

test
Comportement moyen

Les esultats sur le comportement de I'erreur, du biais et de la variance sont pe-
senes dans le graphe 5.4. Commercons par I'erreur quadratique ( gure 5.4a) : nous
voyons que l'erreur quadratique moyenne suit plutdt bien notre approximation. En
particulier nous remarquons que l'erreur tend vers 1 (donc I'erreur maximale) quand
% I 0i.e. en tes grande dimension la egression ridge est incapable de donner des
pedictions acceptables. A l'inverse quanc% I +1 lerreurtend versO:4=1 h?ie.
I'erreur ireductible et donc la egression ridge pedit de facon parfaitement satisfai-
sante. Remarquonsegalement que I'approximation semble moins bonne aux alentours
den=p' 1 ce quin'est pas tesetonnant car c'est dans cette zone que nos approxima-

tions des matrices de covariance par leurs esgerances sont les moins valides.

Regardons maintenant le care du biais ( gure 5.4b). Encore une fois le comporte-
ment moyen suit bien I'approximation : le care du biais est une fonction decroissante

tendant vers 0:6 = h? quand% I OetversO quand% F+1 .

La variance (gure 5.4c) est peut-etre la quantie que nous approchons le moins
bien. En e et m&me si la courbe de notre approximation suit raisonnablement bien le
comportement moyen, la variance semble toujours &tre sous-estinee et en particulier
pour la egion % < 1. Malge tout, I'approximation reste plutdét bonne et le comporte-

ment moyen semble tendrea droite eta gauche vers 0.

Dispersion des estimations

Nous avons regarce le comportement moyen de l'erreur quadratique, nous allons
maintenant regarder la variabilie de ces estimations selon deux strakgies. Dans la
gure 5.5a nous avons calcuk l'erreur quadratique moyenne pour chacun des 300 en-
sembles d'apprentissage et repesent le comportement moyen plus ou moins unecart-
type pour la dispersion selon ces 300 points. Dans la gure 5.5b nous avons calcuke
pour chaque point de I'ensemble de test une pediction moyenne selon les 300 en-
sembles d'apprentissage et repesent lecart-type au sein des individus de I'ensemble
de test.

Nous voyons que les barres d'erreur sont bien plus grandes dans la gure 5.5b que

dans la gure 5.5a, ce qui montre que l'erreur pedictive est principalement duea la
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(a) Erreur (b) Care du biais (c) Variance

Figure 5.4 { Graphe du comportement moyen de l'erreur quadratique, du care du biais et de la variance selon le log du ratiom=p obtenus par
simulations. Les points noirs correspondent aux valeurs des quanties moyennes selon les ensembles d'apprentissage et de test pour les dierentg
valeurs de ratio n=p. La courbe rouge corresponda notre approximation.
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pediction individuelle et peu au choix de I'ensemble d'apprentissage. Une explication
pourrait étre la pesence dans I'ensemble de test d'individus avec un grand terme
environnemental (au sens de Yang et al. i.e. avec un grand terme de bruit) : ces individus
seront toujours mal pedits (méme dans un cadre de petite dimension) quel que soit

I'ensemble d'apprentissage, et ils font donc exploser I'erreur.

(a) Selon I'ensemble d'apprentissage (b) Selon les individus de test de test

Figure 5.5 { Graphe du comportement moyen de I'erreur quadratique et de sa variabilie
selon le log du ratio n=p obtenus par simulations. Les points noirs correspondent au valeurs
des quanties moyennes selon les ensembles d'apprentissage et de test pour les dierentes
valeurs de ratio n=p. La courbe rouge corresponda notre approximation. Les barres d'erreur
dans les panneaux (a) et (b) correspondenta unecart-type selon deux straegies. Le panneau
(a) corresponda la variabilie de I'erreur sur les 300 ensembles d'apprentissage et le panneau
(b) la variabilie des erreurs de I'ensemble de test.

5.4.3 Resultats pour le care de la corelation

Dans la section peedente nous avons pu \eri er la validie de notre approxima-
tion avec l'erreur pedictive. Pour pouvoir nous comparera la literature, nous allons
maintenant regarder le comportement du care de la corelation sur les simulations.
Notre objectif n'est pas de ealiser une comparaison exhaustive des nethodes de la

literature, mais plutdt de \eri er la validie de notre approximation.

La gure 5.6 montre le comportement du care de la corelation pour dierents ratios
n/p. Nous y voyons que la corelation est une fonction croissante en n/p, qui tend vers
0 quandn=p! O etegalement versh? = 0:6 quandn=p! +1 . Ce n'est pas un

esultat inattendu : ce sont les comportements asymptotiques de notre approximation.
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

Les points saumons repesentant les 300 eplications de I'ensemble d'apprentissage pour
chaque valeur de rapport n/p sont peu disperses. Nous pouvons donc en conclure que
comme pour l'erreur pedictive la variance interetude de notre quantie n'est pas tes

elewe.

La courbe de notre approximation (courbe verte) suit plutot bien les points moyens.

Nous remarguons encore une fois que I'approximation est moins bonne quand le ratio
2

n/p est d'environ 1. La courbe rouge corresponda la fonctiom; p; h? 7! %

et aek propose par Daetwyler et al. [2008] tandis que la courbe en bleu corresponda
la fonction n; p; h? 7! h? p% qui corresponda l'approximation de Rabier et al.

P(T h
[2016].

Pour la zone ain < p, l'approximation de Daetwyler a tendance a sous-estimer
la corelation et qua l'inverse notre approximation surestime la corelation. Les deux
approximations semblent toutefois étre assez proches l'une de l'autre, en particulier
guandn=p! 0. L'approximation de Rabier semble par contre £\erement sur-estimer

la corelation.

Dans la zonen > p notre approximation et celle de Rabier sont confondues. Ici
encore notre approximation surestime egerement I'erreur et celle de Daetwyler la sous-
estime. Toutefois sur cette section notre approximation semble mieux coller les simu-

lations que celle de Daetwyler.
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

Figure 5.6 { Graphe du care de la corelation moyen sur un ensemble de test selon le ratio
n/p sur des donrees simuges. Chaque point saumon correspond au care de la corelation
pour une des 300etudes simukes et les points noirs correspondent aux valeurs moyennes pour
chaque valeur du ratio n=p simuke. L'feritabilie simuke vaut 0.6. Les courbes verte, rouge

et bleu correspondent respectivementa notre approximation, celle de Daetwyler et celle de
Rabier avec une teritabilie »ea 0.6.
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

5.5 Application aux donrees UK Biobank

5.5.1 Description de l'approche

Dans les sections peedentes de ce chapitre, nous avons etude le comportement
treorique de pouvoir pedictif de la egression ridge selon le ratio n/p. Nous allons
maintenant regarder si ce comportement se \eri e sur des donrees eelles. Sur des don-
rees eelles, nous souhaiterons souvent ajouter au mockele des variables non-genaliees

comme des covariables cliniques par exemple. Notre mocktle sera de la forme
y=X +Zu+te=f+g+e

De nombreuses questions sont ouvertes : comment calculer les dierents termes de la

pediction ? comment lesevaluer ? lesquelsevaluer ?

Commercons par savoir comment les calculer : en e et nous voulons ici utiliser la
egression ridge pour estimer les e ets geretiques mais notre moctle inegreegalement
des covariables non-geretiques. Or nos calculs des sections pe@dentes n'avaient pas
pris en compte la pesence d'e ets xes. L'estimation jointe des e ets des variables
non-enaliees et penalies dans la egression ridge est quelque chose d'assez mal
k ni. Faute de mieux nous avons opk pour une estimation en deux temps des e ets
penalies et non-penalies. Dans le chapitre 7 nous pesenterons quelques ickes pour

une estimation plus satisfaisante des e ets.

Comme monte peedemment, en utilisant une approche base sur une projection,
Il est possible d'estimeru en prenant en compte les e ets xes. Pour I'estimation des
e ets xes, nous pouvons nous demander si nous devons prendre en compte le terme
ceretique. Devons-nous e ectuer une egression lireaire sur les covariables en utilisant
comme eponse les phenotypes directement (estimation disjointe) ou bien plutét en
utilisant les esidus des phenotypes obtenus par soustraction de I'estimation du terme
cgeretique (estimation "semi-disjointe”) ? Nous allons tester ces deux approches pour

voir si des dierences notables apparaissent.

Pour la question de savoir commentevaluer le pouvoir pedictif, nous nous ine-
resseronsa 4 crieres : leMSE, le coe cient de cetermination R?, la corelation et
I'reritabilie de ratio. Le MSE calcule la capacie de pediction mais a pour principal
cefaut de n'etre pas tes comparable d'une etude ou d'un ptenotype a l'autre. Les

autres quanties permettront plus de comparaisons. Le care de la corelation entre
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pkenotype et pediction n'est pas rigoureusement une capacie de pediction mais a
l'avantage d'etre une quantie borree et surtout d'étre un standard de la literature.

Le R? sur un ensemble de test est une quantie qui permet d'illustrer la capacie de
pediction tout en rendant la comparaison possible (m&me si, comme on est sur un
ensemble de test, on perd le coe borre entre 0 et 1). En n I'teritabilie de ratio sur
un ensemble de test ne mesure pas la qualie de la pediction mais plutét I'amplitude

de la pediction par rapporta la eponse.

Enn que regarder? Nous pouvons nous ineressera la pediction du prenotype
(donc avec pediction des e ets xes ET des e ets geretigues). Mais nous pouvons
egalement etre plus ineresses par les performances de pediction du terme geretique
uniquement et donc comparer pediction geretique et esidus du ptenotype apes sous-
traction des e ets xes. Nous pouvons aussi regarder les pedictions par uniquement

les e ets xes ou geretiques pour voir lesquels jouent un plus grand role.

Description des experiences

Ici nous cecrivons notre protocole operatoire pour levaluation du pouvoir pedictif
selon le ration=p. Contrairement aux simulations ai nous faisions varier le ration=p
en jouant surp, nous allons ici faire variem et p sera constant. Les dierentes valeurs

de n utilisees sont reporees dans la table 5.1.

Nous utiliserons les mémes proedures de petraitement et les m&mes covariables que
dans les estimations d'feritabilie de la section 4.5. Nous utiliserons les VWB comme
population et les CP fournies par UKBiobank pour prendre en compte la structure de
population. Pour chaque valeur denetudee, nous allons sousechantillonner plusieurs
ensembles d'apprentissage et calculer les quanties d'inerét pour chacun de ces sous-
echantillonnages (voir table 5.2 pour le nombre d'ensembles d'apprentissage assocea

chaquen).

Nous allonsegalement lectionner akatoirement deuxechantillons de 1000 indivi-
dus incependants parmi les individus de UKBiobank : un ensemble d#andardisation
destire a l'apprentissage des e ets non-genali®s (nous pouvons nous permettre de
eserver des donrees pour cette tAche car nous sommes en situation de richesse de
donrees) et un ensemble de test pourevaluer les capacies pedictives. Notons que ces
ensembles ne sont choisis qu'une fois et seront donc les mémes pour toutes les tailles

d'ensemble d'apprentissage et leurs epetitions respectives.
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En pratique, pour chaque valeur den et chaque epetition, notre plan d'expgerience

est le suivant :

1. Echantillonage d'un ensemble d'apprentissage de taille incependant des en-

sembles de standardisation et de test.

2. Application des ltres de petraitement cecrits dans la section 4.5.2a I'ensemble
d'apprentissage. Les variants exclus de I'ensemble d'apprentissage le sontegale-

ment des ensembles de standardisation et de test.

3. Calcul d'un estimateur des e ets geretiques avec une approche type projection
pour prendre en compte les e ets non-enalies. Le paranetre de penalisation est
obtenu par GCV.

0r = ZTCT C,Z,ZICT + L. 'c
R — tr ~tr tr &tr &ty “or GCVvlin r trytr

4. Calcul d'un estimateur des e ets non-genali®s. Nous testerons les deux ap-
proches : en utilisant comme eponse les esidus du prenotype apes soustraction

de l'estimation du terme geretique

AN

1
2= X-srtdetd X-srtd (Ysta  ZstaOR): (5.8)

ou bien directement le pkenotype

N

1
1= X gtd X std X ltd Y std (5.9)

5. Calcul de I'estimateur du terme geretique, du terme non-penalie et de I'estima-

teur du ptenotype sur le jeu detest.

gte = ZteaR
1¢\te = Xtel\
9te = /f\te + gte

6. Calcul du MSE, du care de la corelation, duR? et de I'feritabilie de ratio entre

les dierentes quanties dineret ( §.; fie; P €t Vio)-

106



5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

| Ensemble | Cardinal |
Apprentissage | f 100Q 200Q 500Q 10000 2000@
Standardisation 1000
Test 1000

Tableau 5.1 { Taille des ensembles d'apprentissage pour levaluation du pouvoir pedictif
sur les donrees eelles.

Taille de I'ensemble d'apprentissage 1000 2000 5000 10000 20000
Nombre de epetitions 100 70 50 20 10

Tableau 5.2 { Nombre de epetitions pour levaluation du pouvoir pedictif sur donrees
eelles. Valeursa \eri er

5.5.2 Evolution des pouvoirs pedictifs selon n sur UKBio-
bank.

L'ensemble des esultats que nous allons maintenant commenter se esume en srie
de graphes. Il y a une boite de graphes pour chacun des quatre ptenotypes (taille, IMC,
circonkrence des hanches et tour de taille). Dans chacune de ces boites se trouveront
plusieurs boxplots assocesa dierentes quanties pour dierentes mesures.

Commercons par le graphe 5.7. Dans chaque boite on trouve un boxplot d'es-
timation d'reritabilie (calcuee en transformant le paranetre de penalisation d'une
egression ridge choisi par GCV en utilisant une matrice de contraste), un boxplot de
deges de libere e ectifs tels que & nis en (1.15) diviges par la taille de lechantillon
de test (que nous appellerons d.d.l.e.n. powteges de libere e ectifs normalies) et
un boxplot de la variance empirique des coe cients de I'estimation du vecteur d'e ets
des variants par la egression ridgér. Les d.d.l.e. sont une mesure de complexie clas-
sique pour la egression ridge et sont borres entre 0 et car nous sommes en grande
dimension. En divisant ces d.d.l.e. par leur maximum, nous obtenons donc une mesure
de complexie comparable pour les dierentes valeurs de.

Pour tous les plenotypes, l'estimation d'teritabilie est tes disperse quand n=p
est faible puis se stabilise quand=p augmente. En supposant que la valeur stabilisse
est la plus able, nous obtenons ainsi une estimationa environ 0.73 pour la taille, 0.33
pour I'MC, 0.3 pour la circonerence des hanches et 0.28 pour le tour de taille. Nous
observons un comportement tes similaire pour les d.d.l.e.n. : une grande instabilie
pour les faibles valeurs de, puis une stabilisation quandn augmente. Ainsi pour la
taille, les d.d.l.e.n. vont tendre vers 0.66 pour la taille, 0.30 pour I''MC, 0.27 pour la

circonerence des hanches et 0.25 pour le tour de taille.
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Pour la variance empirique des coe cients de I'estimation du vecteur d'e et des
variants, nous constatons pour tous les prenotypes une augmentation avec Nous
regardons si cette augmentation est lireaire en utilisant la corelation entre le ratio=p
et cette quantie. La corelation donne des valeurselewees pour les dierents prenotypes
(plus de 90 pour la taille, environ 70% pour I'IMC et la circonérence des hanches
et en n environ 65% pour le tour de taille). Nous proposonsegalement en annexe C.4
une approximation de la variance des coe cients du vecteur d'estimation des e ets

geretigues qui con rme notre intuition d'une augmentation de cette variance selon n.

Les graphes 5.8, 5.10, 5.11 et 5.9 pesentent respectivement les mesures de MSE,
de R?, d'feritabilie de ratio et de corelation prenotype/pediction. Pour chacune de
ces quanties et pour chaque plenotype, les informations sont organiees de la manere

suivante :

| Dans le coin gauche en haut de chaque cadre se trouve la quantie calcuke entre

le prenotype et I'estimateur des e ets xes.

| En basa gauche se trouve la quantie calcuke entre les esidus du phenotype

(apes soustraction des e ets xes) et I'estimateur des e ets gretiques.

| En hauta droite se trouve la quantie calcuke entre le prenotype et la pediction

du prenotype (e ets xes + e ets geretiques).

| En basa droite se trouve la quantie calcuke entre le prenotype et la pediction

du terme geretique.

Nous signalons egalement que sauf pour les calculs entre phenotype et pediction du

terme geretique, nous estimerons les e ets xes avec; et , comme cecrit plus haut.

Commercons par cecrire les esultats sur le MSE calcuk entre le plenotype et
I'estimateur des e ets xes. On remarque qu'en utilisant ; I'estimation des e ets
xes est tes stable selonn pour tous les prenotypes, ce qui n'est pas surprenant car
nous sommes dans un cadre tes favorable pour I'apprentissage (beaucoup de donrees
pour un faible nombre d'e etsa estimer). En utilisant , nous voyons apparatre de
la variance dans les estimations qui semble augmenter avecNous constatons une
augmentation des capacies pedictives pour la taille mais ce n'est pas le cas des autres
phenotypes pour lesquels le MSE semble diminuer avec n puis augmenter poue
20000. De notre point de vue ce plenonene de remongte est un bruit statistique d0 au
faible nombre de points poum = 20000 et n'est donc pas tes inquetant. De plus la
variance entre eplications reste tes faible et les MSE restent tes proches de la valeur

obtenue en utilisant ;.
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Regardons maintenant les MSE entre le prenotype et sa pediction : nous remar-
guons que pour tous les ptenotypes le MSE diminue avec n et que I'e et semble signi-
catif. La variance des estimations semble augmenter avex; ce qui est probablement
un e et de la diminution du nombre de eplications. Nous remarquonsegalement que
I'e et de n semble pluselewe et visible pour la taille qui a une heritabilieeleee.

Par e nition les MSE entre le prenotype et sa pediction et le MSE entre les esidus
du prenotype (apes soustraction des e ets xes) et I'estimateur des e ets gretiques
sont identiques et les esultats seront donc les mémes que ceux cecrits en haut.

Enn le MSE entre le plenotype et la pediction des e ets geretiques donne des
esultats di cilesa interpeter : en e et pour la taille le MSE ne semble pas diminuer
avecn, et pour les autres ptenotypes une egre baisse est visible. Nous avons deux
explications : d'une part les e ets xes sont sans doute beaucoup plus forts que les
e ets geretiques estines (pour la taille notamment) si bien qu'ils "cachent" ces derniers.
D'autre part le nombre de eplications est trop faible pour les grandes valeurs de n et
amene un bruit statistique.

Ineressons nous maintenant aux esultats pour le care de la corelation. Pour la
pediction avec uniguement les e ets xes, nous observons le m&éme prenonene que pour
le MSEa savoir que les estimations avec; sont compktement stables et que celles avec

> pesentent une certaine variabilie. Nous ne retrouvons encore pas touta fait une
augmentation avecn, ce qu'on explique encore par un faible nombre de eplications
pour les grandes valeurs da. Encore une fois les valeurs restent tes proches entre
estimations par ; ou ».

Comme pour le MSE nous retrouvons une anelioration de la corelation en fonction
de n pour les pedictions de prenotype complet qu'importe la manere d'approcher .
Nous constatons une augmentation de la variance des estimations quandugmente,
encore une fois probablement due a un faible nombre de eplications pour les fortes
valeurs den. L'augmentation du pouvoir pedictif selon n est pluselewee pour la taille,
probablement du fait de la plus forte teritabilie de la taille, et semble &tre environ la
méme pour les trois autres pkenotypes.

Le care de la corelation des esidus contre les e ets geretiques va nous donner des
esultats plus comparables entre pkenotypes, etant donre que l'importance des e ets
xes varie beaucoup entre pkenotypesEvidemment on retrouve une augmentation du
R2? selonn mais egalement un e et feritabilie : pour la taille la corelation passe
d'environ 0.0 quandn = 1000a environ 0.095% quandn =20000, et pour les autres

phenotypes l'augmentation est moins importante (on passe d'environ%a un moins
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de 0.012%). Il semble donc y avoir un eel e et de I'teritabilie dans I'augmentation
du pouvoir pedictif.
Contrairement au MSE, nous pouvons distinguer un e eh pour la pediction avec

uniquement le terme geretique (I'e et est faible mais bien visible).

Pour I'reritabilie de ratio et le R? nous retrouvons beaucoup de tendances simi-
laires : les deux quanties sont stables pour les e ets xes (avec une egere perturbation
pour »), et nous observons une augmentation avet pour les pedictions compektes
et les esidus. Notons que les deux quanties semblent crotre avec la méme tendance
lireaire.

Au vu du graphe 5.7, les quanties qui mesurent la complexie d'un moctle (reri-
tabilie et d.d.l.e.n.) semblent se stabiliser quandn augmente, ce qui est relativement
colerent : en augmentant la taille de I'ensemble d'apprentissage on diminue la variance
de la penalisation optimale.

D'apes les graphes 5.8, 5.9, 5.11 et 5.10 les dierentes quanties semblent in uen-
®es par la taille de I'ensemble d'apprentissage (fonction cecroissante pour le MSE,
croissante pour les autres quanties) ce qui est satisfaisant car cela suit notre approxi-
mation. Nous en discuterons plus en cetail dans la section suivante.

Un des objectifs de ces experiencesetait de regarder I'importance duutilise pour
I'estimation des e ets xes. En regardant les esultats sur toutes les quanties, les
phenotypes et les approches, on ne semble pas vraiment distinguer un quelconque e et.
Au vu de ces esultats nous pouvons conclure qu’é et ", donnent des esultats assez
equivalents.

Notons que l'une des sources de variabilies possibles de ces experiences est le choix
du paranetre de penalisation pour la ridge. Pour retirer cette possible source de bruit
nous avons refait les exgeriences ci-dessus en xant I'teritabilie pour chaque prenotype
pour toutes lesetudes puis en la transformant en paranetre de penalisation (voir la
table 5.3 pour les valeurs d'feritabilie utilies). Nous avons retrae les mémes graphes
gue au dessus dans les gures C.2, C.3, C.4, C.6 et C.5. Ce changement semble avoir
peu d'importance et nous retrouvons les mémes comportements que dans les graphes
gue nous venons de ckecrire.

Prenotype | Taille | IMC | Circontrence des hanches Tour de taille
Heritabilie | 0.71 | 0.353] 0.311 | 0291

Tableau 5.3 { Table des valeurs d'teritabilie utilies pour letude sur le comportement des
guanties selon le ratio n/p et avec paranetre de penalisation »e.
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(a) Taille (c) Circonkrence des hanches

(b) IMC (d) Tour de taille

Figure 5.8 { Graphes des MSE estines sur des sousechantillons de UKBB avec feritabilie estimee. Chaque bote corresponda un ptenotype. Dans
chaque bo'te la quantie est calcuee pour un ensemble de test de taillen 2 f 12000 2000 5000 1000Q 2000@ avec respectivementf 100Q 70; 40; 20; 10g
epetitions. Pour chaque ensemble d'apprentissage I'teritabilie est estinee a partir du paranetre de penalisation de la ridge obtenu par GCV.
Lechantillon de test est compos de 1000 individus et celui de standardisation pour estimer les e ets xes de 1000 individus. Dans les gurey
correspond au ptenotype, § corresponda l'estimation du terme geretique et "1, "a I'estimateur des e ets xes.
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(a) Taille (c) Circonkrence des hanches

(b) IMC (d) Tour de taille

Figure 5.10 { Graphes desR? estirmes sur des sousechantillons de UKBB avec feritabilie estimee. Chaque bo'te corresponda un ptenotype. Dans
chaque bo'te la quantie est calcuee pour un ensemble de test de taillen 2 f 12000 2000 5000 1000Q 2000@ avec respectivementf 100Q 70; 40; 20; 10g
epetitions. Pour chaque ensemble d'apprentissage I'teritabilie est estinee a partir du paranetre de penalisation de la ridge obtenu par GCV.
Lechantillon de test est compos de 1000 individus et celui de standardisation pour estimer les e ets xes de 1000 individus. Dans les gurey
correspond au ptenotype, § corresponda l'estimation du terme geretique et "1, "a I'estimateur des e ets xes.
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5.5.3 Ajustement de notre approximation aux donrees

Nous souhaitons voir si notre approximation est valide sur ces donrees eelles en
nous focalisant sur I'erreur quadratique (méme si nous aurions pu utiliser n'importe
guelle quantie). Les principales dierences entre donrees eelles et simulations sont la
pesence d'e ets xes et la perte de legalie 2=1 h? puisque le ptenotype n'est pas
recessairement de variance 1. Pour esoudre ces probemes, nous travaillerons sur le
MSE entre la pediction geretique et les esidus des plenotypes apes soustraction des
e ets xes, puis nous diviserons toutes les quanties par la variance empirique calcukee
sur les esidus de I'ensemble de test. Pour eduire egerement la variabilie nous allons
ici supposer les teritabilies des 4 pkenotypes comme des quanties »ees (en utilisant
les valeurs cecrites dans la table 5.3) et donc allons comparer notre approximation aux

guanties decrites dans la gure C.3.

Nous avons commenc par simplement comparer dans la gure 5.12 le comportement
moyen et I'approximation de I'erreur quadratique telle que nous l'avons cecrite jusqua
pesent (courbe rouge). Nous voyons immediatement que l'approximation ne suit pas
le comportement moyen (particulerement pour la taille) et semble toujours surestimer
I'erreur. Ce n'est pas un esultat tesetonnant car les donrees eelles ne suivent pas les
hypotheses de notre approximation et en particulier I'hypotrese d'incependance des
variants. Le nombre de paranetres e ectif sur les donrees eelles est donc inkrieur au
nombre de variants dans la egression et cela pourrait expliquer pourquoi la courbe
de l'approximation est au dessus de l'erreur. Pour \eri er cette hypotrese nous allons
calculer le ratio n=p "e ectif" pour toutes les tailles d'ensemble d'apprentissage en

utilisant la formule de notre approximation.

Pour chacun des prenotypes nous avons commene par calculer I'erreur quadratique
moyenne pour les dierentes tailles des ensembles d'apprentissage puis calcuk le ratio

e ectif moyen selon la formule
Err =1 :(hz)z) g =(1 Err)xh?)>2

Nous avons ensuite egress ce ratio e ectif moyen sur les tailles d'ensemble d'appren-
tissage assocees dans la gure 5.13. Dans la gure 5.13a nous avons tra@ ces points
et le meilleur ajustement lireaire assoce pour une egression sans intercept. Notons
gue toutes les valeurs des pentes sont plutdt proches les unes des autres. Nous allons

ensuite utiliser la pente de cette egression comme correction pour obtenir un nombre
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

Figure 5.12 { Graphe de l'ajustement de notre approximation sur les donrees de UKBio-
bank. Les axes repesentent le log du ration=p et I'erreur quadratique. Les points noirs
repesentent I'erreur quadratique moyenne et les points saumon l'erreur quadratique pour les
dierents ensembles d'apprentissage. Les barres d'erreur repesentent unecart-type de la va-
riabilie selon les ensembles d'apprentissage. Les courbes rouge, bleue et violette sont assocees
respectivementa notre approximation sans correction, l'approximation avec un ajustement
par egression lireaire sans intercept et en n par l'approximation avec un ajustement par
egression lireaire avec intercept.
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

de variants e ectif. La courbe bleue de la gure 5.12 corresponda notre approximation

en utilisant comme valeur dep le nombre de paranetres e ectif que I'on ce nit comme

— Nombre de variants dans A ; '
Peft = = pente de la egrossion Apes cette correction, nous voyons que la courbe de I'ap-

proximation colle beaucoup mieux au comportement moyen pour tous les prenotypes.

Nous avons utilie dans la gure 5.13b la m&éme icee d'une egression lireaire pour
obtenir un nombre de variants e ectif mais cette fois-ci nous ajoutons un intercept dans
la egression. L'ajustement en utilisant cette egression corresponda la courbe violette
dans la gure 5.12 et nous voyons que cette dernere suitegalement plutdt bien le
comportement moyen. En particulier il ne semble pas y avoir de dierences de esultats
massives entre les deux approches pour estimer le nombre de paranetres e ectif.

Un esultat ineressant de la egression avec un intercept est que pour les trois
phenotypes dont les teritabilies estinees sont quasiment identiques (I'|MC, les hanches
et le tour de taille) les pentes obtenues sontegalement quasiment identiques. Le gros
point noir de cette approche est que nous n'avons aucune intuition pour interpeter
I'intercept. Je trouve toutefois qu'il serait ineressant d'essayer cette approche sur une
plus grande gamme de plenotypes avec des feritabilies estinees varees pour voir si

on retrouve ce pkenonene.

Un reproche que I'on peut fairea notre approche est que I'on ne teste qu'un bout

de 'approximation. Nous discuterons de ce point plus en cetail dans les perspectives.
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5. Pouvoir pedictif de la egression ridge

5.6 EnNn esune ...

Nous avons propos une nmethode pour approximer dierents pouvoirs pedictifs.
Nous proposons de remplacer les matrices de ressemblances par leur esgerances sous
hypotteses d'incependance (i.e. par des matrices diagonales). L'originalie de notre
approximation est qu'elle est cependante de la valeur de=p: quandn < p nous rem-
placerons la matrice de ressemblance des individZig " par pl,, tandis que quancdh > p
nous remplacerons la matrice de ressemblance des variahtg par nl p- Nous pouvons
alors utiliser ces approximations pour le MSE (sur ensemble de test et d'apprentissage)
et pour le care de la corelation (maisegalement leR? statistique et ['teritabilie de

ratio).

Un travail avec des simulations nous a permis de montrer la validie de notre ap-
proximation (pour toutes les quanties), en particulier dans les zonas<< p etn>>p :
I'approximation suivait plutot bien les quanties calcukees sur les simulations.

Nous nous sommes egalement inereses a une application sur UK-Biobank. Un
ajustement de l'approximation s'est ek recessaire pour inegrer le cesequilibre de

liaison de ces donrees. Apes ajustement, I'approximation est plutodt satisfaisante.
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Chapitre 6

L'estimation d'leritabilie pour les

plenotypes gqualitatifs

Dans cette section nous pesenterons quelques esultats sur I'estimation d'reritabi-
lie appliquee aux maladies et plus gereralement aux phenotypes binaires. Cette section
s'est beaucoup appuyee sur le travail de stage de n detudes de Mathilde Carlier. Au
bout d'environ un an de these, nous avons cecice de basculer sur le cas quantitatif car
letude de I'estimation d'heritabilie pour le cas binaire s'est e\eke assez ctlicate. Nous
avions pour objectif de revenir sur le cas binaire, mais nous n'avons malheureusement
pas eu le temps. De plus nous n‘avions pas encore travaile sur la egression ridgea ce

moment h donc toutes les nethodes d'estimation utiliseront le mocdkle mixte.

Nous pesenterons dans cette section le moctle de la liability et deux nmethodes
existantes pour l'estimation d'feritabilie pour les prenotypes qualitatifs. La premere
utilise les mocklesa e ets akatoires pour estimer les composantes de variance, avec
une correction pour inegrer les sgeci cies du cas binaire. Les estimations d'keritabilie
donrees par cette approche pesentent des biais que nous exposerons. La deuxeme
propose une estimation directe de I'teritabiliea I'aide d'une egression entre produit de
phenotypes et ressemblance geretique et se veut sans biais. Nous discuterons des biais
de la premere approche, montrerons la sensibilie de ces deux approches aux ltres
de petraitement et proposerons une explication pour les valeurs aberrantes parfois

renvoyees par ces nethodes.
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6. L'estimation d'keritabilie pour les ptenotypes qualitatifs

6.1 Contexte

6.1.1 Mockle de liability et calculs de Falconer

Les calculs de I'teritabilie de Fisher ne s'ineressaient qu'aux phenotypes quanti-
tatifs et ne peuvent donc pas etreetendus directement aux phenotypes qualitatifs que
sont les maladies. Falconer [2007] propose une nmethode pour estimer ['feritabilie pour
des maladiesa partir de donrees familiales. Sa nmethodologie s'appuie sur lleability
Threshold Model: il suppose que pour chaque plenotype binaire il existe un prenotype
sous-jacent continu et gaussien appebabilie (ou liability en anglais). Si la liability
d'un individu est superieurea un certain seuilt, alors cet individu sera consicee comme
un cas et inversement. Le principe du moctle de liability est pesene graphiquement
dans la gure 6.1. Les calculs de Falconer permettent d'arrivera une estimation de
I'teritabilie pour la liability (on parle d' teritabiliea lechelle de la liability h?) et on
utilisera cette valeur comme Feritabilie du trait binaire. Nous ne cetaillerons pas ici

les calculs de Falconer et donnerons simplement le esultats de son calcui?d'

q
2t 1 (2 tHA (t=a?)
i = a+tia t) ©-

avec
| tle seuil de liability au deh duquel un individu est malade 1>t ) y=1,
| tp=1t R avec r la moyenne de la liability des parents des cas,

| ala dierence entre la liability moyenne de la population gererale et la liability
des cas.

6.1.2 Calculs d'teritabilie sur des individus non-apparenes
Une premere nethode bage sur des correctifs

Cette premere nmethode ceveloppee par Lee et al. [2011] utilise le principe des cal-
culs de Falconer (i.e. passer par la liability) sur des donrees d'individus non apparenes.
Dans leur approche, les auteurs proposent de transformer une heritabilie calcuke di-
rectement sur les prenotypes binaires en teritabilie a lechelle de la liability. Nous
ne cktaillerons pas les calculs des auteurs mais nous expliquerons rapidement leurs

principes.
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6. L'estimation d'keritabilie pour les prenotypes qualitatifs

Figure 6.1 { Graphe du mockle de liability. La liability suit une distribution normale centee
et eduite. K est la proportion de cas dans la populationt repesente le seuil de liability au
deh duquel on est consicee comme un cas.z repesente la hauteur de la courbe au pointt.
Graphe issu de Lee et al. [2011].
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6. L'estimation d'keritabilie pour les ptenotypes qualitatifs

Commercons par poser deux moctles

y= oln+ gyt € (6.2)
= 11,+ g+ &: (6.3)

Le mockle (6.2) est le moctle dita lechelle de I'observation :y 2 R, est un
vecteur de ptenotypes binaires obsenes,, 2 R la moyenne du ptenotype,g, 2 R, un
vecteur d'e ets geretiques constitte de I'agegat des e ets des variants ete, 2 R, un
vecteur d'e ets environnementaux. En particulier les auteurs supposent que la matrice
de covariance dg est de la forme , = SOG + go avecG la matrice de ressemblance

ceretique entre individus aux variants causaux (on suppose donc l'inciependance entre

e ets geretiques et environnementaux) .

Le mockle (6.3) repesente lui le mockelea lechelle de la liability. Si on suppose que la
pevalence de la maladie dans notreetude est la méme que dans la population gererale
alors la liability suit une gaussienne centee eduite par ce nition| N (0n;1,), 12 R
la moyenne de la liability, g, 2 R, repesente le terme d'e ets geretiquesa lechelle
de la liability et e le vecteur d'e ets environnementaux a echelle de la liability. On
supposera encore une fois l'incependance entre e ets geretiques et environnementaux.
Nous posons une hypotlese sur les coe cients dgg N (0; gl) et comme la variance

totale de la liability vaut 1, les auteurs posentf = £ .

Les auteurs ck nissent alors I'teritabiliea lechelle de I'observation

L _vere) G

°T Varly) - K@ K) (6.4)

avecK la proportion de cas dans la population (voir gure 6.1).

Pour passer de lechelle de I'observationa lechelle de la liability, les auteurs vont
utiliser un esultat de Dempster and Lerner [1950] : enecrivant la egression dg contre
| les auteurs montrent que nous pouvonsecrirg, = zg + ¢ avecz la hauteur de la
densie de la liability au point t (voir gure 6.1) et ¢ une constante. En jonglant entre
calcul sur les composantes de vecteurs et quanties e nies sur les vecteurs complets,

les auteurs arriventa I'expression suivante

_K@ K),

h? = 2. (6.5)
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6. L'estimation d'keritabilie pour les prenotypes qualitatifs

En pratique ces esultats n'ont que tes peu d'utilie pratique car ce calcul exigeait
un hypothese importante : la proportion de cas (appekgevalence) dans notreetude
K doit étre la m&me que celle dans la population gererale. Vu le co0t du genotypage
cette hypotlese ne sera jamais respecke en pratique et tout particulerement dans le
cas des maladies rares. Desormais nous utiliserols pour parler de la pevalence de
la maladie dans la population gererale etk ¢ pour parler de la pevalence dans letude.
Ce ce=quilibre entre K et K¢ pose un important probeme sur nos hypotheses de
normalie. En e et nous avons suppo% que la distribution de la liabilityetait normale
sur I'ensemble de la population. En consquence dans notreetude enrichie en cas, nous
allons fortement perturber cette hypotlese. En e et nous aurons dans notreetude plus
d'individus avec une somme e ets geretiques + e ets environnementaux sugerieure
au seuilt que dans la population gererale. En consquence la distribution des e ets
geretiques et environnementaux ne suit plus du tout une gaussienne. Ce phkenonene
est bien illuste dans le panel C de la gure 6.2 : on voit bien I'e et de I'enrichissement

en cas sur les distributions dg, et e;.

Figure 6.2 { Graphe sur I'in uence du cesequilibre K et K¢ sur la liability. Chaque panel
corresponda un s@nario et pour chaque panel on a en haut un graphe de dispersion de la
liability selon les e ets geretiques / environnementaux et en bas la distribution de la liability.

Le panel A correspond au cas aJ le prenotype est quantitatif. Le cas B correspond au cas a
le pfenotype est qualitatif et K = K : toutes les liability au-dessus du seuil correspondent
a des patients et les distributions des e ets (gretiques et environnementaux) et donc de la
liability sont gaussiennes. Dans le graphe C on est dans le c# 6 K¢ et donc les hypotheses
de normalie ne sont plus valides. Ce graphe est issu de Golan et al. [2014].

En supposant les hypotheses que nous avions poses pour arrivera (6.5) et en utili-

sant les proprees des gaussiennes tronquees [contributors, 2020], les auteurs proposent
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6. L'estimation d'keritabilie pour les ptenotypes qualitatifs

un calcul prenant en compte ce cesequilibre

h2_ K2(1 K)2 h2.

R Ko™ 6:5)

Pour I'application pratique, les auteurs utilisent les raisonnements cep cecrits dans
Yang et al. [2010], et estiment la matric& par G la matrice de ressemblance geretique
calcuke sur I'ensemble des marqueurs genotypes. L'teritabilie a lechelle de I'obser-
vation sera donc calcuke avec des nethodes bases sur le REML puis transfornee a
lechelle de la liability.

Une deuxeme nethode bage sur la egression de Haseman{Elston

Golan et al. [2014] proposent une deuxeme approche appel&denotype Correla-
tion{Genetic Correlation regression (PCGC) pour estimer ['teritabiliea lechelle de
la liability. Leur approche se base sur une egression des produits de ptenotypes contre
la corelation geretique entre individus (aussi appeke egression de Haseman{Elston
Haseman and Elston [1972]). Nous ne cetaillerons pas les calculs mais nous pesentons

ici leur raisonnement.

La base de PCGC est de supposer qu'il existe une fonction qui lie I'esgerance d'un
produit de prenotypes avec la matrice de ressemblance geretiqugly;y;] = f (h%; Gi;)-
Le cas le plus simple de cette approche est quand le pkenotype est quantitatif et que
I'on suppose un mockle polygenique additif. Dans ce cafs(hz;Gi;j) = hZGi;j ce qui
corresponda la egression de Haseman{Elston. Les auteurs proposent de ceterminer

une fonctionf adapee au cas binaire avec enrichissement en cas.

Posons

(Yi K e)(yj K e)
Ke(1 Ke)

Wij = (67)
le produit de prenotypes normalises, et posonsegalement & une variable d'appar-

tenancea letude : S; =1 siles individusi, j sont compris dans letude et O sinon.

Nous souhaitons egressewW; par G;; pour les paires d'individus et nous allons

Bl
donc calculerf (h?; Gij) = E[W;jSj =1;Gy; ]. En ceveloppant I'expression de I'espe-

rance autour des trois valeurs possibles d; et en utilisant la formule de Bayes, nous

T K)Ke T Ke I K)Ke

arrivonsa E[W; jSj =1;G;;j]= =~

2
1 IZeP(Yi:szleij) (1 _Ke)K P(YiBijGij )+ Ke (1 Ke)K P(YiijzojGij)

P(Sij =1jG i )
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6. L'estimation d'keritabilie pour les prenotypes qualitatifs

En e ectuant un ceveloppement limie autour de G;; =0 (ce qui corresponda des
individus non-apparenes) et en passant les prenotypesa lechelle de la liability (qui

est une variable gaussienne), les auteurs arriventa l'expression

Ke(l1 Kg)z?

E[Wij jSij = 1;Gi;j ] = W

thi;j : (6.8)
Le raisonnement est cetaile en annexe D.1.

En utilisant ce esultat, les auteurs proposent une proedure en deuxetapes pour

estimerh? :

| Calculer & le coe cient de la egression lireaire des produits de ptenotypedh;
sur les coe cients de la matrice de ressemblance geretique des marque@s(qui
estime la matrice de ressemblance geretique des variants causaux).

Ke(1l Ke)z2

| Estimer f2 = a=cavecc= T

Nous remarquons en particulier que la constante est la méme que la constante
corrective (pour inegrer le passagea lechelle de la liability et pour prendre en contre
la dierence de pevalence entre la population gererale et notreetude) dans lequation
(6.6). Les auteurs proposent une extension de l'approche pour l'inegration de cova-
riables non-penaliees et le calcul de plusieurs reritabilies pour dierentes sections du

genome.

6.2 Biais obsenes pour GCTA

Dans leur article pesentant PCGC Golan et al. [2014] montrent avec des simulations
des biais de GCTA dans l'estimation d'feritabilie pour des plenotypes binaires. Nous

avons commenc par refaire ces simulations pour essayer de comprendre ces biais.

6.2.1 Description des simulations

Nous commercons par decrire le processus de simulation de Golan et al. [2014].
Leur mockle de simulation permet d'avoir des genotypes simuks mais surtout la prise

en compte du ceequilibre entreK et K. Les auteurs xent les probabilies d'étre

KA Ke)
Ke(l K)

(ce qui correspond aux hypotreses de "full ascertainment). Notons que dans ces simu-

lectionre dans letudea Pgs = 1 pour les cas ePeontr e = pour les contrbles

lations, tous les variants sont causaux.
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Pour n le nombre d'individus dans letude, p le nombre de variants eth?2_ I'rerita-

sim
bile simuke, les dierentesetapes sont :

1. Simulation d'un vecteur de fequences aleliques U (0:05; 0:5).

2. Simulation d'un vecteur d'e ets des variantsu N (Op; h%om lp).

3. Tant que Nggge <N -
(a) Ceation d'un vecteur de genotypes d'un individu Z B (f; 2).
(b) Ceation du terme geretique de l'individu g = Zu.
(c) Ceation du terme d'environnemente N (0;1 h2.)
(d) Ceation du terme de liability et du plenotype | =g+ e y= 1(1>1t).
(e) Slection dans letude : Siy=1s B (Pcs) etsiy=05s B (Pcontrole)-

(f) Si s = 1, lndividu est ajout a letude et nNegge Netuge + 1. Sinon on

reprenda letape 3 directement.

6.2.2 Les biais de GCTA dans le cas binaire

Le premier biais monte par Golan et al. [2014] est illuste dans le graphe 6.3.
Les auteurs montrenta l'aide de simulations des biais selon les pevalenckset K,
(plus de cktail sur les paranetres de simulation dans la Egende du graphe). Dans
ces graphes sont repesenees des estimations d'feritabilie e ectiees avec GCTA (qui
est le logiciel implantant la nmethodologie developpee par Lee et al. [2011]) et celles
e ectwes par PCGC. Nous remarquons un biais visible pour GCTA ces le cas =0:01
et hZ, = 0:8, mais surtout pour les cak = 0:001et K = 0:005avech?, = 0:8.

Si le casK = 0:005et h,, = 0:5 correspond seulementa une sous-estimation de
I'reritabilie, dans les autres cas de sous-estimation, les estimations de GCTA semblent
en plus blogeesa une certaine valeur @ environ 0.47 quand = 0:005et 0:35 quand

K = 0:00]). Ces valeurs correspondenta la valeur de la constante corrective que l'on
a ckcrit en (6.6). En clair dans ces cas, I'teritabiliea lechelle de I'observation semble
egalea 1 (ce qui correspond au paramnetrage par cefaut de GCTA). Notons que les
estimations de PCGC ne sont pas biaises.

Ces esultats semblent donc montrer que pluK est faible, plus I'teritabilie est
sous-estinee par GCTA et que ce ptenonene est d'autant plus important que I'feri-
tabilie simuke est importante. Les auteurs cecrivent que les biais peuventegalement

apparatre selon la valeur d&K . Nous y reviendrons plus tard dans ce chapitre.
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6. L'estimation d'keritabilie pour les ptenotypes qualitatifs

Une deuxeme forme de biais assezetonnante estegalement cecrite par les auteurs.

Le graphe 6.4 montre des estimations d'reritabilie avec PCGC (bote verte) et GCTA
(bo'te bleue) avec cette fois comme paranetre la taille de letude. Si PCGC donne des
esultats satisfaisants et gagnant en pecision quanad augmente, ce n'estetonnamment
pas le cas de GCTA. Nous observons en e et que les estimations par GCTA cecroissent
et stloignent de plus en plus de la valeur simuke quand n augmente. Ce esultat est tes
inattendu : si nous nous placions du point de vue de l'apprentissage statistique nous
nous attendrionsa ce que les esultats soient meilleurs quand on augmente la taille de
lechantillon d'apprentissage mais ce n'est pas le cas ici. Notons que ce biais n'est pas
un biais arti ciel doa la forme de nos simulations : la variance des termes gretiques,

environnementaux et de liability sont stables quand n augmente (voir annexe D.2).

Figure 6.4 { Biais des nethodes bases sur le REML quandn augmente. Dans ce graphe
I'abscisse repesente la taille detude n 2 f 1000 200Q 300Q 400Q 500Q 600Q 700Qy. Les bo'tes
bleues correspondent aux estimations par GCTA et les botes vertes aux estimations par
PCGC. Pour toutes ces etudes on ah?,, = 0:5 (ligne rouge sur le graphe),K = 0:01,
Ke =0:3 et p=10000.

6.3 Notre contribution

6.3.1 Discussion des esultats des auteurs de PCGC

Dans leur article [Golan et al., 2014] les auteurs proposent d'attribuer le biais des

approches REML quandK et K. sont tes dierentes aux interactions GXE pesentes
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dans la liabilitya lechelle de letude (voir gure 6.2) : "Just as it was demonstrated

.. that the presence of GxG interactions leads to underestimation of the fraction of
heritability explained, we suspected that the presence of such induced GXxE interactions
might result in underestimation of the heritability" et "The magnitude of the bias
increases when (i) the disease is rarer, (ii) the proportion of cases is closer to half, and
(iii) the heritability is higher. Indeed, these circumstances each increase the induced
GxXE interaction.” Par ailleurs les auteurs utilisent de manere equivalente les termes
de corelation GXE et d'interaction GXE, ce qui nous a surpris. Dans cette sous-section

nous avons tene de \eri er ces a rmations en passant par des simulations.

Nous allons regarder I'in uence des paranetres, K. et h2,. (notons donc qu'iciK
sera une quantie xe) sur la variance du terme geretique, du terme environnemental
et de la liability ainsi que sur la corelation GXE. Pour chacune des combinaisons de
Ke 2 f0:3;0:5;0:8g, hZ,, 2 f0:3;0:5,0:8g et n 2 f 500 200Q 300Q 400Q 550Q nous

avons simuke 20etudes suivant I'approche cecrite en 6.2.1 ave€ = 0:05 et p = 5000.

Tous les esultats de cette sous-section se pesenteront sous la forme de gure ce-
composable en grille d'ensemble de boxplots : les lignes et colonnes correspondent
respectivement aux dierentes valeurs dh2, et de K.. Chacune de ces sous- gures est

un ensemble de boxplots et I'axe des abscisses correspond aux dierentes valeurs.de

Nous avons repesent dans la gure 6.5 I'in uence des 3 paranetres sur I'estimation
d'reritabilie. Nous y retrouvons des esultats cep connus a savoir que les biais de
GCTA semblent augmenter avem et I'teritabilie, maisegalement que ces biais sont
une fonction non lireaire deK.. Ce graphe corrobore les esultats de Golan et al. qui

avaient obsene que le biaisetait maximal quandK = 0:5.

Enn dans la gure 6.6, nous avons regarck I'in uence des paranetres sur la core-
lation GXE. La premere chose que nous remarquons est qu'encore une foig'a pas
d'in uence. Nous observons egalement que pouk. = 0:8 la corelation est presque
nulle. De plusa hgim »ee, la corelation est similaire entre K, = 0:3 et K = 0:5, bien
que egerement pluselevee pourK, = 0:5. A K, >ee, elle est maximale pourh?,, = 0:5
et minimale pourh? = 0:8. Ces esultats peuvent s'expliquer par le fait que la core-
lation GXE, ceee par I'enrichissement en cas dans letude par rapporta la population
cererale et illustee par lecart entre le groupe de cas et celui des contrbles sur la gure
6.2, est d'autant plus forte lorsque les deux groupes de letude et I'importance des deux

composantes G et E sontequilibes.
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Figure 6.5 { Graphe d'inuence de n, h%,, et K. sur l'estimation d'reritabilie pour le

cas binaire. Les lignes et colonnes de la grille de boxplots correspondent respectivement aux
dierentes valeurs d' hZ,, et deK . Dans chacun des ensembles de boxplots, I'axe des abscisses
correspond aux dierentes valeurs den et I'axe des ordonrees au rapporth,=hZ,, . Les bo'tes
bleues correspondent aux estimations par PCGC et les boes rouges aux estimations par

GCTA.
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Figure 6.6 {Graphe d'in uence de n, h2, etKg surla corelation GXE. Les lignes et colonnes
de la grille d'ensemble de boxplots correspondent respectivement aux dierentes valeurs 82,

et de K. Dans chacun des boxplots, I'axe des abscisses correspond aux dierentes valeurs de
n et I'axe des ordonreesa la corelation GxE.

133



6. L'estimation d'keritabilie pour les ptenotypes qualitatifs

Au vu de nos esultats il semble bien y avoir un lien entre biais de GCTA et pesence
de corelation GXE. En particulier guand K¢ = 0:8, il n'y a ni corelation GxE, ni biais
sur I'feritabilie. A l'inverse lorsqueK = 0:5, le biais et la corelation sont maximaux
comme cela avaiteke obsene par Golan et al. [2014]. Toutefois il nous semble trop
hatif de conclure que cette corelation soit la seule explication. Nous ignorons la nature
profonde du lien entre corelation GXE et biais de I'reritabilie mais nous observons
gu'il n'est pas lireaire :a K, = 0:5 et K¢ = 0:3 le biais de I'leritabilie augmente
avec h?,, et ce n'est pas le cas de la corelation qui est maximale pour® = 0:5,
contrairementa ce que suggraient Golan et al. [2014]. Le lien entre une feritabilie
elewee et un biais d'estimation plus important pourrait s'expliquer, quanta lui, par le

fait que l'estimation de I'keritabilie est borreea 1a lechelle de l'observation.

Ces esultats liant bais et corelation GXE peuvent sembler surprenants car cette
corelation nmene probablement plutbta une sur-estimation de ['feritabiliea lechelle
de la liability, du fait de la confusion entre environnement partage et geretique partagee.
Cependant, la corelation est assoceea une interaction GXE arti cielle sur le prenotype
a lechelle de I'observation (i.e. apes seuillage de la liability), etant donre que les cas
de letude onta la fois un terme geretique et un terme environnemental elewes. Cela
explique sans doute la confusion entre corelation et interaction dans l'article de Golan
et al. [2014]. Cette interaction arti cielle pourrait en e et expliquer la sous-estimation
de I'teritabilie a lechelle de l'observation. Notons que ce raisonnement n'explique
pas du tout le biais de GCTA obsene par Golan et al. quand la taille de I'ensemble

d'apprentissage augmente.

6.3.2 Une application aux donrees de cardiomyopathie

Nous avons appliqie PCGC et GCTA sur des donrees de cardiomyopathie dilate

pour uneevaluation des nethodes sur donrees eelles.

Estimation d'feritabilie avec plusieurs petraitements

Ici nous sommes partis des estimations d'teritabilie sur la cardiomyopathie dilake
obtenues avec GCTA par Mathilde Carlier pendant son stage. Nous avons cecice de
reprendre son travail pour y ajouter I'estimation d'keritabilie par PCGC. Comme nous
allons le voir nous avons obtenu des esultats probematiques avec PCGC tels que des
keritabilies de 300 %. Apes enquéte le contrble qualie avant estimation d'feritabilie

joue un réle tes important en binaire et nous pesentons ici nos esultats.
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La cardiomyopathie dilate est une maladie assez rar& (' 1=3000Q [Garnier et al.,
2020] qui se traduit par une augmentation de la taille des cavies cardiaques alors que
les parois musculaires restent minces (dilatation des ventricules) et par une faiblesse de
la contraction du muscle cardiaque (hypokiresie des ventricules) qui peut entramer une
eduction du cebit sanguin. Cette maladie existe sous une forme monogenique (environ

30 % des cas) et une forme complexe qui va nous ineresser ici.

Nous disposons de donrees de GWAS sur la cardiomyopathie dilaee. Ces donrees
de puce contiennent les genotypes d'environ 700 000 variants (ggnotypage ealie avec
la puce lllumina OmniExpress) pour 3084 individus epartis en 3 populations (1790
francais, 1120 allemands et 174 italiens). Au total letude contient enviror2=3 de cas
et 1=3 de emoins. Notons que nous sommes conscients que ce type de nelange de
population est normalementaeviter car pouvant entramer des biais, mais nous avons
choisi de passer outre pour avoir une taille dechantillon la plus grande possible. Il
auraitee toutefois ineressant d'e ectuer cette analyse uniquement sur les Frarcais,
puisque cette population pesente un e ectif "su sant" (contrairement aux Italiens) et
une epartition de cas et de £moins (contrairementa la population allemande qui n'est
compose que de cas).

Nous commencerons par cecrire les Itres qu'avait utilises Mathilde Carlier. Ce
ltrage aek ealie avec PLINK 1.9 [Purcell, 2009].

| Suppression des individus avec un callrate< 0.9 (0 individu supprine).
| Suppression des variants avec un callrate< 0.9 (1173 variants supprines).

| Suppression des variants avec une p-value au test de Hardy-Weinberg sur les
contrbles  0.001 (13719 variants supprimes).

| Suppression des individus dont la valeur IBD est 0.185 pour travailler sur des

individus non-apparenges (24 individus supprines).

| Determination de 155803 SNPs enequilibre de liaison (avec une fenétre glissante
de 50 SNPs, un pas de 5 SNPs et un seuil B8 »>ea 0.2).

| Calcul d'une analyse en composantes principales sur la matrice de ressemblance
geretique des individus avec les variants en equilibre de liaison. Exclusion des
individus outliers selon les deux premeres composantes principales (43 indivi-
dus supprines) puis nouveau calcul de I'ACP. Les deux premere composantes

principales de chaque ACP sont repesentes dans le graphe 6.7.

Apes ces ltres, il nous reste 3006 individus et 155803 variants.
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(a) Les deux premeres composantes(P) Les deux premeres composantes

principales avant suppression des indivi- Principales apes suppression des indivi-
dus aberrant dus aberrant

Figure 6.7 { Graphe des deux premeres composantes principales pour les donrees de car-
diomyopathie pour le premier jeu de ltres. Le graphe de gauche corresponda I'ACP avant
I'exclusion des individus outliers et le graphe de gauche corresponda I'ACP apes exclusion.
Ces composantes principales sont calcukes sur les variants enequilibre de liaison.

Au vu du graphe 6.7 nous voyons qu'il existe une certaine structure de popula-
tion sous-jacente. Pour la prendre en compte les 3 premeres composantes principales
sont ajoueesa l'estimation d'reritabilie. Nous estimonsegalement I'feritabilie sans
prendre en compte cette structure pour voir la robustesse de l'estimation. Un point
gue nous devons noter est que dans le travail de Mathilde Carlier I'analyse en compo-
santes principales aet ealise sur les variants enequilibre et I'estimation d'reritabilie
egalement pour une raison bioinformatique : permettrea des algorithmes de machine
learning de tourner en des temps raisonnables sur le cluster de calcul du CNRGH (esul-
tats non pesenes). Il auraitet plus rigoureux de calculer I'reritabilie sur I'ensemble
des variants. Cependant pour avoir des valeurs comparables nous allons continuer nos
analyses sur I'ensemble des variants enequilibre de liaison, mais nous avons conscience

gu'elles ont un inerét biologique limie.

Les esultats sont esunes dans la ligne "Jeu de ltre 1"de la table 6.1. Nous voyons
que pour les nmethodes bases sur le REML nous obtenons une heritabilie d'environ
0.32 avec ou sans composantes principales inegees dans le mocele. Pour PCGC les
esultats sont tesetonnants : avec ou sans composantes principales les esultats sont
tes au dessus de 1, ce qui n'a aucun sens biologique. Notonsegalement que lesecarts-
types (obtenus avec une approche de eechantillonnage dite jackknife) sont teselewes.
Nous voyons clairement qu'il y a un probeme pour PCGC puisque les reritabilies

au dessus de 1 n'ont aucun sens. Mais nous observonsegalement un probeme pour les
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approches REML : en e et la valeur d'feritabilie obtenue corresponda une reritabilie
a lechelle de I'observation estineea 1. Cela e\ele le plus grand probeme de I'approche
de Lee et al. [2011] : leur estimation d'teritabilie est (par cefaut, nous en reparlerons

ensuite) borree par la constante corrective.

Jeu de ltre Methodes | Sans Composante Avec 3 Composantes
Principales Principales
Jeu de ltre 1 REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
PCGC 3.01(0.28) 5.51(0.93)
Jeu de ltre 1 + REML 0.33(0.03) 0.18(0.04)
Jeu de ltre 2 PCGC 5.81(0.34) 0.17(0.07)

Tableau 6.1 { Table d'estimation d'reritabilie sur les donrees de cardiomyopathie.

Les esultats ne sont pas du tout satisfaisants : les valeurs de PCGC sont com-
petement aberrantes, et celles de GCTA ne sont pas satisfaisantes non plus (car elles
correspondenta la valeur maximale de l'algorithme et donc il est dicile de savoir
si l'algorithme a converge). Nous avons trouwve dans la literature que des Itres plus
stricts etaient conseiles pour l'estimation d'leritabilie de maladies complexes [Lee
et al., 2011]. Desormais nous nous eererons aux premiers ltres avec la cenomination
‘fjeu de ltres 1" eta ceux (plus stricts) que nous allons pesenter maintenant avec la

cenomination 'jeu de Itres 2" (qui s'ajoutent au 'jeu de ltres 1").

Le jeu de ltres 2 est le suivant :
| Suppression des individus avec un callrate 99% (75 individus supprines).
| Suppression des variants avec un callrate 99% (7 264 variants supprines).
| Supression des variants avec une MAF 5% (52 648 variants supprines).
| Suppresion d'un individu parmi les paires d'individus trop apparenes au sens de
la GRM (GRM  0.025, 204 individus supprines). Les auteurs de GCTA [Yang
et al., 2010] insistent sur I'importance de ce ltre.

Apes les deux sessions de ltres il nous reste 2 740 individus et 90 092 SNPs. Nous
calculons encore une fois les composantes principales pour rechercher une structure
de population sous-jacente. Les deux premeres composantes sont repesentes dans
le graphe 6.8. Les graphes sont plutdt regroupes mais nous voyons qu'il y a une tes
claire structure de population. Nous ajouterons donc 3 composantes principales pour

I'estimation de I'reritabilie.

Les esultats avec les deux jeux de ltres sont pesenes dans la deuxeme ligne de

la table 6.1. Nous y voyons que les estimations d'feritabilie ne sont pas acceptables
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si nhous n'ajoutons pas de composantes principales. A l'inverse avec les composantes
principales, les estimations sont plutot satisfaisantes : les deux methodes donnent une
valeur similaire (0.18 pour les approches REML et 0.17 pour PCCG) et cette valeur

n'est pas aberrante.

Figure 6.8 { Graphe des deux premeres composantes principales pour les donrees de car-
diomyopathie dilaee pour les deux jeux de ltres cumues.

In uence des dierents ltres

L'ajout du deuxeme jeu de Itres a permis d'obtenir des valeurs d'teritabilie ac-
ceptables. Ces esultats montrent I'importance du petraitements des donrees avant
I'estimation d'reritabilie dans le cas binaire [Lee et al., 2011]. Nous avons ensuite ce-
cice d'enquéter plus en cetail sur I'in uence de chacun des ltres du deuxeme jeu. Les
esultats sont compikes dans la table 6.2. La premere et la %eme ligne correspondent

aux esultats de la table 6.1.

La deuxeme ligne ajoute un lItre sur la MAF aux premiers ltres. Sans l'ajout de
composantes principales I'estimation par PCGC est au dessus de 1 et n'est donc pas
acceptable. Pour GCTA I'feritabilie est estinee par la valeur de la constante et nous ne
pouvons donc pas conclure si la valeur est pertinente. En ajoutant les CP, I'estimation
par PCGC devient acceptablea 0.31(0.06) et celle des approches REML esta environ

0.22(0.04). Les deux valeurs sont dierentes mais les valeurs sont "acceptables”.

La troiseme ligne correspond au jeu de ltres 1 + les ltres sur le callrate (individus

et variants). Nous voyons que pour PCGC les valeurs d'teritabilie sont tes au dessus

138



6. L'estimation d'keritabilie pour les prenotypes qualitatifs

de 1 avec ou sans CP. Pour les approches REML, I'estimation corresponda la valeur
maximale et il est donc compligwe de conclure. Nous en ceduisons que ce ltre n'est

sans doute pas le plus important.

En n la quatreme ligne montre I'in uence du Itre avec seuil sur I'apparentement.
Pour les nethodes REML le Itre ne semble rien apporter, les estimations d'teritabilie
restent au niveau de la constante d'ajustement. Pour les estimations avec PCGC sans
les CP la valeur n'est pas acceptable mais elle le devient si on ajoute les CP avec une
estimation de I'reritabiliea environ 0.31(0.11).

Une syntlese de nos esultats est que les ltres les plus importants pour obtenir
des valeurs acceptables pour PCGC sont le Itre MAF et le ltre sur I'apparentement.
Pour I'approche REML le lItre le plus important semble &tre celui sur la MAF, méme
si nous ne pouvons pas vraiment conclure pour les autres Itres du fait de la limitation
des estimations d'reritabilie par la valeur de la constante. Le ltre sur le callrate
semble peu jouer dans les deux approches. Nous remarquons egalement que méme
apes les ltres, les deux approches restent sensibles a une structure de population
sous-jacente : PCGC en particulier ne rend aucune valeur d'teritabilie acceptable si
nous n'incluons pas les CP dans l'estimation d'leritabilie (pour les approches REML

il n‘est pas possible d'avoir des conclusions arréees).

Jeu de ltre Methodes | Sans Composantes Avec 3 Composantes
Principales Principales
Jeu de ltre 1 REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
PCGC 3.01(0.28) 5.51(0.93)
Jeu de ltre 1 + REML 0.32(0.03) 0.22(0.04)
Itre MAF PCGC 6.40(0.46) 0.31(0.06)
Jeu de ltre 1 + REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
Itre callrate PCGC 3.09(0.22) 5.89(1.71)
Jeu de ltre 1 + REML 0.33(0.03) 0.33(0.04)
ltre GRM PCGC 8.57(0.44) 0.31(0.112)
Jeu de ltre 1 + REML 0.33(0.03) 0.18(0.04)
Jeu de ltre 2 PCGC 5.81(0.34) 0.17(0.07)

Tableau 6.2 { Table sur I'in uence des dierents Itres pour I'estimation d'feritabilie sur

les donrees de cardiomyopathie dilake.

In uence du nombre de composantes principales

Nous remarquons que nous avons mis 3 composantes principales comme covariables

xes dans le mocele. Il n'y a pas de egles absolues pour le choix du nhombre de com-
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posantesa ajouter. Nous avons donc cecice de regarder I'in uence du nombre de com-
posantes ajoutes sur I'estimation de I'teritabilie dans le cas binaire. Ces travaux font

echoa ceux de Dandine-Roulland [2014] qui se sont ineresses au cas continu.

Figure 6.9 { Graphe sur I'in uence des composantes principales pour I'estimation dh? en
binaire. L'abscisse repesente le nombre de composantes principales et I'ordonree les estima-
tions d'keritabilie sur les donrees de cardiomyopathie. Le rouge repesente les estimations
de PCGC et le bleu les estimations de GCTA. Pour chaque nombre de CP on repesente un
point par estimation d'teritabilie. Les barres d'erreur correspondenta unecart type rendu

par les methodes.

Les esultats sont repesenes dans le graphe 6.9. Commercons par les esultats
pour les approches REML (courbe bleue) : nous distinguons une variance dans les
estimations quand le nombre de CP est inkrieura 5. Ensuite I'estimation semble se
stabilisera environ 0.1 et nous distinguons une kgere decroissancea partir d'environ
95 composantes principales. En n notons que les intervalles de con ance sont stables
(ce qui n'est pas tesetonnant, lesecarts-types calcues par GCTA sont proportionnels
a 1/n [Visscher and Goddard, 2015]).

Pour les estimations de PCGC nous remarquons qua l'exception des estimations
incluant moins de 4 CP, il y a augmentation des estimations d'teritabilie d'environ
0.18a 0.25 quand le nombre de CP augmente. Sur la toute n de la courbe on remarque
une stabilisation (voir m&me une egere decroissance). Nous remarquonsegalement que
les ecarts-types (estimes par une approche jackknife) diminuent avec le nombre de

composantes ajouees.
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Au vu des esultats pour les approches REML il semble raisonnable de prendre
entre 5 et 10 composantes principales pour avoir des estimations stables. Par contre
pour PCGC il est dicile de conclure puisque la courbe est croissante. Un point noir
de ces esultats est que l'on utilise les mémes donrees pour estimer les composantes
principales et pour estimer I'reritabilie. 1l est donc di cile de dierencier suppression
de structure de population et suppression d'information geretique pertinente pour le

traitetude.

6.3.3 Une explication pour les valeurs aberrantes de PCGC

Dans cette section nous donnerons une explication graphique de PCGC qui per-
mettra d'expliquer simultarement les valeurs aberrantes obtenues sur donrees eelles

et l'importance du Itre sur les coe cients de la GRM.

Nous avons vu plus haut que la methode PCGC consiste en une egression lireaire
entre les produits de prenotypes normalies et la ressemblance geretique entre individus
puis en une multiplication du coe cient de egression par une correction. Il est donc tes
facile d'avoir une repesentation 'graphique” de PCGC. Dans la suite de cette section
nous allons travailler sur une etude simuke avec comme paranetres de simulation
n =150, K =0:05 K, =0:62 p=10000et hZ., =0:7. Pour cetteetude, I'reritabilie
estimee par PCGC vaut 0:71 La repesentation graphique de PCGC 'hormal” est la
gure 6.10c. Sur cette gure lI'axe des abscisses correspond aux coe cients de GRM
et I'axe des ordonrees au produit de prenotypes normaliges : les points d'ordonree
-1 correspondent aux paires cas/contréle, les points d'ordonree 0.6 correspondent aux

paires de contrbles et ceux d'ordonree 1.5 aux paires de cas.

Nous allons ajouter un coe cient a tous les coe cients de la GRM pour les paires
de cas. Cela revienta jouer sur I'apparentement des cas (les cas seront plus ou moins
apparenes selon le signe de). Nous sommes bien conscients que cela a peu de sens
biologique car nous supposons uniguement une augmentation de I'apparentement pour
les cas mais nous l'avons fait pour faire apparatre de manere simple les instabilies de
PCGC.

Le graphe 6.10c corresponda la egression de PCGC quand= 0. Nous obtenons
alors une feritabilie de 0.63 qui va nous servir de eerence. Dans le graphe 6.10b nous
ajoutons un = 0:00025sur les paires de cas. Nous avons choisi cette valeur car elle

corresponda un centeme du seuil empirique propos dans [Yang et al., 2010] pour ltrer
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les individus trop apparenes. En pratique, nous 'tirons vers la droite"les coe cients de

la GRM des paires de cas. L'estimation d'teritabilie par PCGC apes I'ajout de cette

petite quantie est de 1,16. En augmentant d'une toute petite quantie la ressemblance

eretigue entre cas nous avons quasiment multiple par deux I'estimation d'reritabilie.

PCGC semble donc tes sensible aux apparentements cryptiques. Dans la gure 6.10a,
est »ea 0.025 ce qui est une valeurenorme mais que nous allons utiliser juste pour

montrer la sensibiliea . Pour ce s@nario nous estimons ['feritabiliea 26,8 : il est

donc facile d'atteindre des valeurs compktement aberrantes d'keritabilie.

Les < 0ontegalement une in uence. La gure 6.10e corresponda = 0:0025et
donne une estimation d'reritabilie de 0.1. Ainsi un manque de ressemblance geretique
entre cas semble entra™mer un biais regatif pour sur I'estimation d'keritabilie. Le cas
6.10e correspond au cas= 0:025et donne une estimation d'feritabilie regative de

-4.62, montrant que nous pouvonsegalement avoir des valeurs aberrantes regatives.

Ces ajouts de semblent donner une bonne intuition des biais que peut avoir PCGC
et de son extréme sensibilie a une structure de population cryptique. Nous avons
egalement tese cette approche en ajoutant un sur les paires de contrbles et sur les
paires cas / contrbles et nous avons obtenus des esultats colerants. Ces comportements
sont esunes dans la table 6.3. Si > 0 pour les paires de prenotypes concordants,
alors l'estimation de I'teritabilie augmente. C'est assez colerent : on pratique une
egression pour faire apparaitre le lien entre ressemblances geretique et pkenotypique.
Si les individus avec un méme plenotype ont une ressemblance geretique forte alors
le lien augmente et il est donc logique qu'une ressemblance geretique augmenee entre
pkenotypes identigues augmente ce lien et donc ['teritabilie (et qua l'inverse une
ressemblance eduite avec < 0 diminue le lien). Au contraire pour les paires de
pkenotypes discordants, une forte ressemblance gretique pousse a diminuer le lien

entre ressemblances geretique et phenotypique.

Notons en n que nous observons les mémes comportements pour les estimations
avec les approches REML, ce qui est colerent car les deux approches se ressemblent

mais nous n'avons pas d'explication aussi intuitive pour les approches REML.
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2 prenotypes concordants 2 pkenotypes discordants
>0 h? % h? &
(h? |!+1 0+) (h? '!1 0)
<0 h? & h2 %
(h? I!1 0) (h? I!+1 0+)

Tableau 6.3 { Table d'inuence de sur les estimations de PCGC

6.4 En esune ...

Dans cette section nous avons propo% une discussion autour d'un biais des nethodes
d'estimation d'keritabilie pour le cas binaire bases sur les nethodes REML. Nous
sommes en particulier revenus sur I'explication propose par Golan et al. de ce biais
avec une corelation ou interaction GXE qui nous semblait confuse. Nous avons appuye
nos ickes par un travail sur des simulations.

Nous avonsegalement monte la grande sensibilie de I'estimation d'reritabilie aux
Itres de petraitement des donrees avec une application sur des donrees de GWAS
pour la cardiomyopathie dilake. Les estimations d'teritabilie etaient aberrantes en
I'absence de lItres stricts, et acceptables avec ces Itres stricts. Nous avonsegalement
discue du nombre de composantes principalesa inclure comme covariables de structure
dans le mockle, et concluons qu'il semble judicieux d'en prendre entre 5 et 10.

Enn nous avons propos une explication pour les valeurs aberrantes de la ne-
thode PCGC, en observant le comportement de l'estimation d'teritabilie apes avoir

egerement augmene la ressemblance geretique (au sens de la GRM) des paires de cas.
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Chapitre 7

Perspectives

Dans ce chapitre nous pesenterons rapidement une conclusion gererale de ce travalil,
puis des possibles continuations. Nous proposerons une nethode pour obtenir une dis-
tribution de paranetre de penalisation, puis discuterons de l'utilisation de la egression
ridge reerosedastique pour permettre la mocelisation de plusieurs e ets geretiques,
maisegalement pour permettre l'inclusion de covariables non-genalises dans la egres-
sion ridge. Nous pesenterons ensuite nos icees pour une \eri cation de l'approximation
gque nous avons propoge au chapitre 5 sur une plus grande plage de ratip. Ensuite
nous discuterons tes brevement de comment quitter le mockle lireaire, et terminerons
par une proposition pour essayer de corriger une partie des biais des approches bases

sur le REML pour le cas binaire.

7.1 Un esune de la trese en quelques lignes

Dans cette these, nous nous sommes ineresesa l'utilisation de la egression ridge
sur des donrees geretiques et pkenotypiques de population humaine. L'objectif initial
de cette theseetait de lier, gracea une nethode d'apprentissage statistique, les concepts
d'reritabilie et de pediction d'un prenotype, deux concepts qui semblent les mais
e nis dans des mondes dierents. Les nethodes d'estimation d'feritabilie modernes
se basant sur les moctlesa e ets akatoires, nous avons cecice d'utiliser comme nethode
d'apprentissage la egression ridge car elle permet des liens directs avec ces moctles.

Apes avoir pesene dans les deux premiers chapitres l'apprentissage statistique et
la egression ridge, nous avons pesent dans le chapitre 3 nos solutionsa des probemes
calculatoires speci ques au cadre de la grande dimension.

Nous avons alors propo plusieurs nmethodes d'estimation d'teritabilie toutes ce-

rivees de la egression ridge. Parmi elles, une methode basee sur une transformation de
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7. Perspectives

I'nyperparanetre optimal de la egression ridge a des esultatsequivalents aux estima-
tions bases sur les mocklesa e ets akatoires. Ce esultat s'est \eriea la fois sur des
donrees simukes et eelles.

Nous nous sommes ensuite inereses au comportement de plusieurs mesures de la
capacie de pediction de la egression ridge en fonction du ratio des dimensions de
I'ensemble d'apprentissage et de I'teritabilie. Pour chacune d'entre elles, nous avons
propos une approximation selon I'feritabilie et le ratio des dimensions de I'ensemble
d'apprentissage, et \erie la validie de ces approximations sur des donrees simukes et
eelles.

En conclusion, nous avons monte que la egression ridge permettait des estimations
de I'keritabilie touta fait satisfaisantes pour un contexte de GWAS chez I'homme et
que la capacie de pediction de la egression ridge etait une fonction croissante de
I'reritabilie. En revanche, nous avons monte que dans le contexte de grande dimen-
sion des GWAS, la egression ridge ne donnait pas de bonnes pedictions méme si

I'reritabilie du traita pedire etaitelewee.

7.2 Distribution de paranetre de gnalisation op-

timaux pour la egression ridge

Nous allons pesenter ici une approche permettant d'obtenira bas co0t une dis-
tribution du paranetre de penalisation optimal pour la egression ridge. Nous avions
monte dans la section 2.6.1 que le paranetre de penalisation optimal est treoriquement
le m&me entre le mockle original et un mocele contrase apes multiplication par une
matrice \eri ant les proprees de contraste. Si nous disposions d'un ensemble de telles
matrices, nous pourrions alors en ceduire un ensemble d'estimations du paranetre de
penalisation optimal. Dans cette section, nous utiliserons et calculerons des matrices de
contrastes (malge I'absence d'e ets xes) pour obtenir une distribution de paramnetre

de penalisation optimal.

Supposons que nos donrees suivent le moctle lireaire sans intercept ou e et xes
y=Z2Zu+e (7.2)

avecZ 2 M ,,(R) la matrice de donrees standardieeZ = UDV T sa cecomposition en
valeurs singuleres,u 2 RP et e 2 R". Pour simpli er nous supposerons qu& n'est pas

standardie empiriquement et en conequence ces valeurs singuleres sont non nulles.
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Notre objectif est d'estimer le paranetre de penalisation optimal avec la GCV. Soit
Pn.(J1; nK I'ensemble deS\IC-corpbinaisons d?]Tl; nKet E= fEq; By, 9 2 P, (J1; NK
un de ceseement. Posone = Ug,;:;Ug 2 M y;n Une matrice ce nie comme
la concatnation en lignes d'une combinaison d&l. colonnes deU. Cette matrice
werie CegCL = Iy, et Ce0, = Oy, (puisque I'on suppose que le moctle est sans e ets
xes) et donc les proprees de contraste du mockle. Nous avons vu dans la section
3.3.1 que les calculs de la GCV se simpli aient dans un mockle contrase par une
combinaison de vecteurs colonne de la matridé. En esune il est techniquement
possible d'obtenir une estimation du paranetre de penalisation optimala partir de

n'importe quelle combinaison de vecteurs colonne dé.

Avoir une distribution de ce paranetre pourrait avoir de nombreuses utilies. La
plus evidente serait d'en construire un intervalle de con ance pour le paranetre de
penalisation, mais il seraitegalement ineressant de regarder si le paranetre optimal
'moyen” ou "median” augmente les capacies pedictives. En utilisant le lien entre pa-
rametre de penalisation et teritabilie ggnomique nous pourronsegalement regarder si

Nnous pouvons gagner en pecision pour I'estimation d'keritabilie.

Des questions plus pratiques sontegalement encore ouvertes : commentevolue cette
distribution selon N.? Combien de epetitions sont recessaires (et donc combien de

matrices de contraste devons nous gererer) ?

Dandine-Roulland et al. [2016] ontetude I'utilie des composantes principales pour
corriger les biais d'estimation d'leritabilie dus aux structures de population, il sera
ineressant detudier plus en cetail leurs esultats car leur icee d'inegrer les compo-
santes principales une par une ressemblea ce que I'on voudrait faire puisque il y a un
lien direct entre composantes principales et les colonnes dequi sont des vecteurs

propres.

7.3 Utilisation de la egression ridge leeros@das-
tique

Nous avons monte et utilisea de nombreuses reprises les liens entre egression ridge
et moctles akatoires. Dans ce manuscrit nous sommes reses concentes sur la egres-
sion ridge avec un unique paranetre de penalisation, ce qui corresponda un mockle
a e ets akatoires avec matrice de covariance du vecteur d'e et des variantsa diago-

nale constante. Parfois nous souhaiterions pouvoir eparer nos variants selon plusieurs
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tailles d'e ets (par exemple si hous souhaitons avoir un e et par chromosome), ce qui
du point de vue des mocktles mixtes revienta supposer que la matrice de covariance des
e ets n'est pasa diagonale constante. La traduction en egression ridge serait d'avoir
plusieurs penalies pour plusieurs groupes de variants : on parle alors de egression
ridge heerosedastique. La egression ridge reerosedastique a permisa Hofheinz and
Frisch [2014] d'obtenir de meilleures performances pedictives qu'avec une egression
ridge homosedastique sur des donrees de plantes. Il serait donc ineressant d'essayer
sur des donrees humaines (de Vlaming and Groenen [2015] citait cette icee sans s'y
ineresser davantage et Speed and Balding [2014] ont propos une telle approche sur
des traits binaires).

Le choix des paranetres de penalisation dans la egression ridge reerosedastique
pose des di cules et des auteurs se sont cep pencles sur la question [Hofheinz and
Frisch, 2014, van de Wiel et al., 2020]. Un de mes objectifs futurs est d'adapter la GCV
a la egression reerosedastique, et l'article de van de Wiel et al. [2020] me semble
@tre un bon point de cepart.

Un autre interét de la egression ridge reerosedastique est de permettre une esti-
mation jointe des e ets geretiques et des covariables que I'on ne souhaite pas penaliser,
en imposant une penalie nulle pour les covariables. Cela donnerait une estimation des
e ets xes plus satisfaisante que notre notre solution en deuxetapes. Malheureusement
un terme de penalie nulle pour des variables entrame la singularie du probeme, la
matrice de penalisation nétant plus inversible. van de Wiel et al. [2020] propose une
solution avec des projecteurs mais une solution pourrait €tre de passer par des pseudo-

inverses. Il faudrait alorsetudier la stabilie et les proprees d'un tel estimateur.

7.4 \éri cation de l'approximation de pouvoir pe-

dictif pour des donrees eelles.

Nous avons monte la validie de notre nethode pour approcher dierents pouvoirs
pedictifs sur des simulations, mais le passage aux donrees eelles ne me convient pas
enterement : en particulier nous n‘avons pas regarce les zones @' petn > p.

Il serait tes ineressant de regarder ces zones, mais 1) il nous faudrait une immense
guantie de donrees et 2) nos nethodes ne peuvent tout simplement pas fonctionner
pour des tailles dechantillon aussi grandes : la complexie de I'ACP esD(n?) et celle

du calcul de la matrice de ressembland®@(pn?), ce qui rend les temps de calcul trop
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longs pourn' p' 500 000 Je vois donc deux approches :

| Une premere icke tes simple a mettre en oeuvre serait de ltrer les variants
(en utilisant par exemple un lItre sur le DL des donrees, mais on pourraitega-
lement imaginer une lection de variables pealable avec un cerive du LASSO
[Tibshirani, 1996], [Gor ne et al., 2017]). Le principal probeme est la perte d'in-
formation, mais je pense que pour des phenotypes avec une forte reritabilie tels

gue la taille, les esultats seront ineressants.

| Une seconde icee serait d'approximer les matrices de ressemblance avec par
exemple les approches de Nymh [Nystrem, 1930] ou dechantillonage de co-
lonnes. L'article de Homrighausen and McDonald [2016] me semble un bon point
de cepart.

7.5 Quitter le mockle lireaire avec la kernel ridge

Une extension inkressante pour ce travail serait de quitter le moctle lireaire en
utilisant la kernel ridge regression(KRR) [Murphy, 2012], une nethode de egres-
sion dans un espace e ni par des combinaisons non-recessairement lireaires de nos
variables d'entee. Cela nous permettra en particulier de tendre vers un mocele biolo-
gique sans doute plus ealiste que le moctle lireaire, et nous pouvons donc esgerer une
augmentation des capacies pedictives sur les donrees eelles [Endelman, 2011, Mo-
rota and Gianola, 2014]. Un objectif ambitieux seraitegalement de eussira ¢ nir une
keritabilie "non-lireaire”. Nous avons cep commene ce travail puisque la egression

ridge est en fait un cas particulier de KRR avec un noyau lireaire.

Ce passage dans un espace non-lireaire anmene de nouveaux ce s : quels noyaux
sont les plus pertinents ? comment choisir les hyperparanetres du mocele tels que la

penalisation de la egression ridge maisegalement ceux assoces au noyau lui-méme ?

7.6 Une egression ridgea penalisation regative

Dans la section 6.1.2 nous avionsenone les biais des approches bases sur I'Al-
REML dans le cas de ptentoypes binaires et egalement vu que la correction pour
passer de I|'teritabiliea lechelle de I'observationa I'feritabiliea lechelle de la liability
etait la méme entre GCTA et PCGC. Vu que les deux corrections sont identiques,
la pente de la egression dans PCGC peut &tre interpeee comme une teritabilie

a lechelle de l'observation. Or contrairementa GCTA au I'reritabilie a lechelle de
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I'observation est borree entre 0 et 1, la pente de la egression peut cepasser 1 et donc
I'reritabiliea lechelle de I'observation peut étre superieurea la correction (notons qu'il
est treoriquement possible pour GCTA de ne PAS contraindre I'teritabiliea lechelle
de l'observation mais je n'ai pas eussia faire tourner I'algorithme qui tombait sur des
valeurs de composantes de variance rendant la matricesingulere) . Du point de vue
de la ridge, une leritabilie sugerieurea 1 se traduit par un paranetre de penalisation
regatif.

Je pense qu'il serait tes ineressant d'utiliser la egression ridge en autorisant la
penalisationa @tre regative pour estimer ['reritabiliea lechelle de I'observation, puis
de eutiliser la correction de Lee et al. pour obtenir I'teritabilie a lechelle de la lia-
bility Des questions se posent sur le comportement et la stabilie de I'erreur quand la
penalisation est regative, mais je suis con ant sur le fait que cette approche donnerait
des estimations d'reritabilie moins biaiees.
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Annexe A

Preuves pour la egression ridge

A.1 Esprance d'une forme quadratique

Soity une variable akatoire avecE[y] = etvar(y)= etA 2M (R).

h i [

E y'Ay

h
E( )Ay )+2 Ay TA
) _

E( Ay ) +2 TAEl] A

h i

E tr (y YA (Y ) +2 TA TA
h i

tr AE(y XNy )T + TA
tr(A )+ TA

A.2 [ecomposition biais-variance de l'erreur de pe-
diction

Ici les variables akatoires sont la eponse de test ainsi que les donrees et la eponse

de train. L'esperance est donc par rapporta ces variables.

Ex =xo h(Y ILA(Xo))zi = Ex=xo hY2 2Yfl\(xo)"' fA(Xo)Zi ()

En utilisant la formule de la variance on a
| Ex=xo[Y?1= Ex=xo [(Y  Ex=xo[YD2]+ Ex=x, [YF = var(Y) + Ex=yx, [Y],

h i h i
| Excxo 1(X0)% = Exoxo F(X0) Exexolf(X0)] ~ +Excxo f(X0) ~ = var(f{xo))+
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h i,
Ex =Xo fl\(Xo) .

Alors

()= var(Y)+ Ex=x, [YF + var(f(xo)) + Ex=x, hf,\(Xo)i * 2 Evix=xo [Y]Etrain :x =xo h‘J\(Xo)i
h i
= yay) 4w+ Exes (00 ExexlY]
—\e— z | {z }

erreur ireductible variance estimateur biais

A.3 Theoeme de l'existence

On rappelle la forme de I'estimateur des moindres carees et celui de la egression
ridge ( on supposeraegalement que la matric2" Z est inversible pour pouvoir c nir

I'estimateur des moindres cares ) :

0=(2'z) 'z'y;
0r=(Z7Z+ 1) 'Z7y:

On remarque que si =0, alors = . On va essayer de calculer le comportement
de @MSE(0g; u).

On utilise la decomposition biais-variance et la decomposition en valeur singulere
Z=UDV T,

MSE(Og; u) = var(0g) + biais*(0r)

X d? XP qZ

1+ 2 3 _avecc=V'u:
jop (P + )2 jo1 (F+ )2

- 2

On peut alors en ceduire la cerivee du MSE

@MSE(0r; u) = @var(0r) + @biais*(0gr)
_® 2 2d? +Xp 2d 2c?
jo (AP + ) ()3
22 c? 2
(7 + )®

j=1
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j2J1L;pK
monte que 9 0; MSE(0Or;u) MSE(0;u).

Ainsi si on note ¢;;, = minc’, on a8 < sz @MSE(ORr;u) < 0. On a donc

A.4 Elements de preuves pour l'estimateur de la
LOO

Dans cette section nous pesenterons des eements pour la cemonstration de la
formule 2.16.

La formule de Sherman-Morrison-Woodbury nous dit que po# 2 M , une matrice
non-singulere et deux vecteurau;v 2 RP, on a

. A twTA b

1
A+u’ T=ZA - .
1+VvTA tu

(A.1)
En utilisant A.1, on peut alorsecrire

1 1
Z'Z i+ 1, = 22 zzl+ |,

1
1 Z'Z+ 1y, zZzl Z7z+ 1,

= 22+ 1, + T
1 71 272+ 1, "z

avecz; 2 RP qui corresponda la ieme ligne deZ donca l'individu i. Si on remarque

que l'on a

ZTiy i = Zy ZiTYi;

alors on peutecrire
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1
OZTiZ i+t p ZTiy i L
T 11 o7 1
B 2Tz 1, e 22T e BH Z2% b ¢ Z'y  zy,
P 1 21 272+ 1, 'z !
i p 1

o
m—.
|

Z'z+ 1, zzl 2Tz o1,
1 Zy ZYi
1 z1 2'z+ 1, 'z

=®R ZTZ+ Ip lZiyi+

En mettant au m&me cenominateur, en n'oubliant pas pay; est un scalaire et en

1 .
remarquant quez; Z'Z + I,z =[h Ji, on arrive a montrer que

(Z7Z+ 1) z(yi Z'OR).

i —

A.5 Elements de preuves pour la GCV

Pour la cemonstration on introduit le concept de matrice circulante. Une matrice

C est dite circulante si elle est de la forme

0 1
Co G © Ch 1
CGh1 G C Ch 2
C=BG 2 G 1 G Gy 3 2 Circ(n)?
C1 C G Co

En particulier on voit que les matrices circulantes sonta diagonale constante.

Nous admettrons que les matrices circulantes doivent \eri er la propree suivante :
soitW 2 M , (C) tel que[W], = p-e?¥ " avecjk 2f 1;:::;ng. Alors W diagonalise
toute les matrices circulantes i.e

8C 2 Circ(n); 9D 2 D,(C) =C=WDW
avec l'operateur de la transpoee complexe X = X ).
L'icee de la GCV est de projeter notre mockle dans un espace complexe bien choisir

pour avoir une matriceH a coe cients constant. Si on note Z = UDV ' la SVD de

Z, on peut alors multiplier par la droite 2.1 parwu "

A\
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WU Ty = WU "Zu+ WU Te
= WDV "u+ WU e

PuisqueU 2 0,(R) etW 2 0,(C), on a

WUTYy WUTZu '+ kud=(y Zu uw WuT(y zZu)+
=ky Zuki+ kuk

donc le o, est le méme dans les deux mockles.

La matrice de lissage dans le nouveau moctle vaut

H =(WUTZ)(WUTZ) (WU TZ)(WU '2) + I, '

(WDV T)(wDV T) (WDV T)(WDV T) + wWw

wDD (DD T+ 1,) W 2 Circ(n)

On a donc une matrice de lissage a coe cients constant ce qui donne

' o 1 X de
812 JLnK [h ] = —tr(H )= G+

En combinant ces esultats et la formule 2.17, on retrouve 2.19.

kuk?
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Graphes suppémentaires pour
I'in uence du pourcentage de
variant causaux pour l'estimation
d'leritabilie avec le  R? et h?
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B. In uence du pourcentage de variant causaux pour I'estimation d'reritabilie

(a) Simulations synttetiques (b) Simulations semis-synttetiques

Figure B.2 { Graphe d'estimation de h? sur 'ensemble de test pour les simulations. La gure de gauche correspond aux simulations syntretiques et
celle de droite aux simulations semi-synthetiques. Dans chaque gure on trouve 9 graphes rangs en colonne selbpet en ligne selon n/p. Chacun de
ces graphes est un ensemble de boxplots dont I'axe des abscisses corresponda ['feritabilie simuke et I'axe des ordonreesg calcuke sur I'ensemble
de test. Les boites des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la egression ridge en utilisant la GCV corrigee avec ung
matrice de contraste, la egression ridge en utilisant la GCV avec un deuxeme jeu de donrees et un BLUP dont les paranetres de variance ontet
estines avec I'Al-REML.
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B. In uence du pourcentage de variant causaux pour I'estimation d'reritabilie

(a) Simulations synttetiques (b) Simulations semis-synttetiques

Figure B.4 { Graphe d'estimation de :m (confondue avec leR?) sur I'ensemble de test pour les simulations. La gure de gauche correspond aux
simulations syntletiques et celle de droite aux simulations semi-synttetiques. Dans chaque gure on trouve 9 graphes rangs en colonne selbpet en
ligne selon n/p. Chacun de ces graphes est un ensemble de boxplots dont I'axe des abscisses corresponda I'teritabilie simukee et I'axe des ordonreess
3m calcuke sur I'ensemble de test. Les boites des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la egression ridge en utilisant |
GCV corrigee avec une matrice de contraste, la egression ridge en utilisant la GCV avec un deuxeme jeu de donrees et un BLUP dont les paramnetres
de variance ontet estines avec I'AI-REML.




Annexe C

Preuves et graphes suppémentaires
pour l'approximation du pouvoir
pedictif

Dans cette annexe nous cetaillerons les calculs pour des dierents pouvoir pedictifs

(MSE et corr?) calcuks sur les ensembles de test et d'apprentissage, ainsi que les calculs

pour la variance empirique des coe cients du vecteutr.

Rappelons que nous notoné I'ensemble d'apprentissage €T I'ensemble de test.

Pour simpli er lecriture, nous nous autoriserons les notationsE, = E; et Ey =

EYte Zte *

C.1 Calcul du MSE sur un individu de test

C.1.1 Deuxegalies

n n 2 n 2
no__on o _ 5 _ p N ___p N
n+ n+ ptl n+ L n=p h2+(1 h?3) 1+h2 (5 1)
_opE 1 h? 1 h?
n+ n+phLZ T hZ+(l h)  1+hT 1)

Xl



C. Preuves et graphes suppkmentaires pour l'approximation du pouvoir pedictif

C.1.2 Limites des quanties

Le care du biais

! 0 , Lo
1 h
o2 14 (h2)2 2 - |m @ A h2— 2\2p2
%|!Im1 h 1 o (h9)* 2h %I!mL 1+ hz(% ) h==(1 h9°h
La variance
0 . X 1,
lim (1 hz)(hz)ZE = lim 21@ P n A =(1 h?(h??
Bl p 5! % 1+ h? (% 1)
L'erreur quadratique
2
- Noovo_ o L1t %h - 2\2
%I!m} 1 IO(h )e = %|!IIT1]+(1 h )1+ e 1) 1 (h9

p

C.2 Calcul du MSE sur I'ensemble d'apprentissage

Ici nous calculerons directement l'erreur quadratique sur I'ensemble d'apprentissage
sans passer par la cecomposition biais variance. En utilisant I'approximation decrite
en section 5.2.1 nous pouvons approximer la matrice¢ :

?bzzT' P, bl sin<p et
1 T o
——ZZ  sinon.

En supposant encore une fois que est >ee et enecrivant I'esgerance selony,, de

I'erreur quadratique de pediction sur I'ensemble d'apprentissage nous avons

1 1
Eytr ﬁ(ytr 9‘tr)T(ytr 9tr) Eytr ﬁytTr(In H )Zytr (Cl)

1
n

tr((ln H)*>  21)+(Zu)'(ln  H )*Zu) :

(C.2)
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C. Preuves et graphes suppkmentaires pour l'approximation du pouvoir pedictif

Concentrons nous sur l'approximation de la quantig(l, H )?:

8
2 (1 h?»?2,sin<p
2
2, 2 LtzzT+ L TzzTzz7' |, 2 777+ " _777 sinon.

n+ n+ n+ (n+ )2

(I H)*

En injectant cette approximation dans (C.2), nous obtenons de mangre triviale une

forme tes simple pour le cas1 < p. Le casn > p demande un petit peu plus de calcul :

I
n

troln zzT+mzzT =n tr(ZZT)+mtr(ZZT)
2

(Zu)"(Zu) ' nh?

Zu)"( nj?ZZTXZu): nj?uTszzT2u' 2nn: uTu 2nn: h?

(Zu)T((r]Jrn)ZZZT)(Zu)= (n+n)2uTZTZZTZu' n n: “he.

. 2 o
En factorisant ces esultats selon- et -~ , nous pouvons ecrire l'erreur de

n+

pediction sur I'ensemble d'apprentissage comme

8
2 (1 hd)Zsin<p
>1 2% P1 h¥)+h? + 2 ° B(1 h?)+h? sinon.

1 :
Eytr ﬁ(ytr 9tr)T(ytr 9tr)
n+ n
\eri ons rapidement la coterence de l'approximation : en rappelant que-;— est
une fonction de I'teritabilie et du ration n=p equation (5.2)) et en particulier que

n 1 2
n+ o 1h’
5!

n 2
n+

B(l h2)+ h2 + B(l h2)+ h2
n n
=1 20°(1 h2+h?)+(h2)21 h2+ h?)

=1 2n2+(h?)2=(1 h??Z
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C. Preuves et graphes suppkmentaires pour l'approximation du pouvoir pedictif

C.3 Calcul du care de la corelation sur un indi-

vidu de test

La formule pour la corelation entre un individu de test et sa pediction est

COV*(Vie; Pre) ;
var [yre] var [fre]

Corr(Yee; ) =

Nous mettrons l'aba sur Ve, Ze, €t Yy et utiliserons les mémes hypotleses et ap-

proximations que pour l'erreur de pediction.

Ecrivons chacun des trois termes de la covariance :

valy yeze el = By yeze %] Eyy e ize Bl

Ey, yeize [ZeK Yo Yi K Zel By, yiize [ZeK Yo P

= By, Eyerzeiyy [2eK VYo K Ze]  Ey, Eyeeiy, [ZeK Yo I
Ey, [tr(K y,ygKT)+0] 0

Ey, ye KK vyl

tr (KK 2ln)+(ZU)TK 'K (Zu):

COW, yieizie (Vies Yie) = By yieize (Ve Eyy ieize VeeD)(Bte By, e zee [Fre])]
= Ey, yeze (Ve Eyy yeze [ZeUt @)(Pe  Ey, yieize [Z6K Vi ])]
Ey, iyie e [(Yiere)]
= Eyeze By, iyie izee VieZgK Yy ]
= Eyeze YieZeK ZU]

Eye iz [Zt-LK Zu(u' ze + etTe)]

Eyee iz [ZtLK Zuu' ] + Eye zee [ZtTeK Zu etTe]

tr(K Zuu™)+0+0 2z_ ? ee; E[g]=0

u'kK Zu:
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C. Preuves et graphes suppkmentaires pour l'approximation du pouvoir pedictif

valy e ze Vel = By, yeze Vel Eyy e ize Vel

= B l(zu 6] 0 |
Ee.:ze (Zteu)2 + Eee iz (ete)2 +2Ee. 2. (Zteu)ete
Ez. [2eUU" Zie] + Ee, [€] + 2By, [25U]Ee, [€]

u'u+ 2+0:

En esune avons donc :

COVZ(yte; Pe) = ( u'K Zy u)z;
var [fie] = tr(KTK 2l)+(Zeu)TKTK (Zy u);

var [yte] =1

Approximons maintenant ces quanties en approchanZZ "™ ou Z' Z selon la valeur

du ratio n=p.
Quandn<p,
T 1 T ' (h2)2
7 pl,) K o+ ) K'K 0 I'n
et donc

2 fr(KTK )" D(h2)2(1 h?)

2 2
Zu)'K K (Zu)" (p) Zu)(Zu) " z(hz)2 h?
UK Zut U 7Tz L nnz= N2
p+ p

A linverse quandn > p

1 1 2

Z'Z' nl,) K ' —-7") K'K zz"7
n+ n+
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C. Preuves et graphes suppkmentaires pour l'approximation du pouvoir pedictif

et nous pouvons ainsiecrire

1 2 n 2
T 2 1 2 Ty 2 — 2
tr(KTK W@ M) w@zh) h)(n+ FP=0 )
2 n 2
T T [ T->T T ' T, 2
@WTKTK @u)" o opu'ZT2zTze e et e

n
u'K Zu' ——h?%
n+

En concaenant tous ces esultats nous obtenons

q - .
g %hz sin<p

COM(Pre; Yee) ' h? ' 3

(Fe; Yee) 3 q n+ = P h ; SInon. (€3)

(nfi)z(%(l h2)+ hz)p 1 £@ h2)+h?

et il ne reste plus qua tout mettre au care.

C.4 Calcul de l'estimateur de la variance des coef-

cients de 0Og

La formule de la variance du vecteur d'estimation des e ets est

h i
;Ey (0r  Ey[0=) (0r  Ey [0])

1 h T i
= E)Ey (K e) (K e

Var(OR)

:rl) tr( 2K'K )+0

Rappelons quek = Z"(zZT+ 1,) *=(Z"Z+ 1,) 'Z7, nous avons donc

T .
2 p%Z sin<p

1 T i
——Z  sinon.

Ainsi nous pouvonsecrire I'approximation de la formule de variance selon le ratio

n=p:
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C. Preuves et graphes suppkmentaires pour l'approximation du pouvoir pedictif

8
2 2 1 2 _1 2\(h2)20 i
= 27 p n=la MM sin<p
var(Og) = 5 P 0 N om2p
s = p n—a(l h) 4 4 sinon.

C.5 Pourcentage d'individus de I'ensemble d'appren-

tissage passant les ltres contrdle qualie

Figure C.1 { Graphes de proportions d'individus passant les ltres qualies. Chaque boite
correspond au nombre d'individus dans nos sousechantillon avant les dierents lItres et

I'ordonree correspond au ratio nombre d'individus apes Itre sur nombre d'individus avant
Itre.

XVII



C. Preuves et graphes suppkmentaires pour l'approximation du pouvoir pedictif

C.6 Estimation de pouvoir pedictifs avec paranetre

de enalisation
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